Kapitel VI.

Hecke-Theorie

In der Theorie der Modulformen spielen bestimmte Endomorphismen, die so genannten
Hecke-Operatoren, eine zentrale Rolle. Die zugehorige Theorie wird in diesem Kapitel
beschrieben.

§1. Der abstrakte Hecke-Ring

In diesem Paragrafen beschreiben wir die abstrakte Struktur von Hecke-Ringen.

Ist U eine Untergruppe von G und g € GG, so nennt man

Ug ={ug; we U} die Rechtsnebenklasse von g,
gU ={gu; uw € U} die Linksnebenklasse von g,
UgU = {ugv; u,v € U} die Doppelnebenklasse von g

beziiglich U. Wir wiederholen aus der (Linearen) Algebra fiir g,h € G die Aquivalenz
der Aussagen

(i) Ug = Uh.
(i) UgNUh # 0.
(iii) Es gibt ein u € U mit ug = h.
Analog erhilt man fiir g, h € G die Aquivalenz der Aussagen
(i) UgU = URU.
(il) UgU NULU # 0.

(ili) Es gibt u,v € U mit ugv = h.
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Offenbar kénnen durch Links-, Rechts- und Doppelnebenklassen Aquivalenzrelationen
auf G definiert werden. Es bedeutet

g: U\G, g: GJU, g: U\G/U,

dass g ein Vertretersystem der Rechts-, bzw. Links-, bzw. Doppelnebenkassen beziiglich
U in G durchlauft.

Sei R(U,G) der Z-Modul mit den Rechtsnebenklassen Ug, g € G, als Basis. Er besteht
aus den formalen Linearkombinationen

(1) R= Y r(Ug)Ug

g: U\G
mit r(Ug) € Z und r(Ug) # 0 nur fiir endlich viele Rechtsnebenklassen Ug, g € G. Ist
S= Y s(UgUg e R(U,G)
g: U\G
und v € Z, so hat man
R=S<r{Ug)=s(Ug) firalle geG,

R+S= Y (r(Ug)+s(Ug)Ug € RU.G),
g: U\G

v R= Y (y(Ug)Ug € R(U,G).

g: U\G
Dartiiber hinaus definiert man die Linearform

ind: R(U,G) = Z, R~ >  r(Ug).
g: U\G

G operiert auf R(U, G) durch Rechtsmultiplikation, d.h. fiir h € G

m: RU,G) = R(U,G),  m(R): = Y r(Ug)Ugh.
g: U\G
Damit erhalten wir den Untermodul
RU,G)Y: ={RcR(U,G); r,(R) = R fiir alleu € U},
der dadurch charakterisiert wird, dass
r(Ugu) =r(Ug) firalle g€ G, ueU.

In vollig analoger Weise definieren wir den freien Z-Modul H (U, G) der Doppelneben-
klassen in G beziiglich U. Er besteht aus allen formalen Linearkombinationen

T= Y HUglU)Ugl,
g: U\G/U
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wobei t(UgU) € Z und t(UgU) # 0 nur fiir endlich viele Doppelnebenklassen UgU,
g € G. Ist

T= > HUgU)UgU € H(U,G)
g: U\G/U

so bedeutet die Definition fiir v € Z
T =T« t(UgU) =tUgU) fiir alle g € G,
T+T= Y ((UgU)+HUgU))UgU,
v-T= Y (UgU))UgU.
g: U\G/G
Ist U ein Normalteiler in GG, so hat man

UgU =Ug = gU fir alle g € G,

also

R(U,G) = R(U,G)Y = H(U,G) = Z[G/U),
wobei der letzte Ausdruck fiir den Gruppenring von G/U steht.

Wir wollen nun einen Zusammenhang zwischen diesen Moduln formaler Linearkombina-
tionen herstellen. Dazu benotigen wir eine Ubersicht {iber die Zerlegung von Doppelne-
benklassen in Rechts- und Linksnebenklassen.

(1.1) Lemma. Sei U eine Untergruppe von G und g € G. Dann gilt

(i) UgU = U Ugu = U ugU,
u: (UNg=1Ug)\U u: U/(UngUg=1)
(i) #(U\UgU = [U: UNng™'Ug], $(UgU/U)=[U:UNgUg""].

Beweis. Sei U: = U N g 'Ug. Wir zeigen

UgU = U Ugu.
w: U\U

Wegen guig~' € U fiir @ € U ist die rechte Seite unabhingig von der Wahl der Vertreter.
Offenbar ist die rechte Seite in UgU enthalten. Sei nun g = ui;gus € UgU, uy,us € U.

Dann gehért uy zu einer Rechtsnebenklasse U, also uy = u fiir ein u € U. Es folgt

g = uguu = ul(gﬂg_l)gu € Ugu,
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also die Gleichheit.
Seien nun Ugu = Ugv fiir u,v € U, also u;gu = gv fiir ein uy € U. Dann gilt

g lug=vut € g 'lUgNU =T

und damit Uu = Uv, so dass die Vereinigung disjunkt ist.
Die zweite Gleichung beweist man analog.
(ii) ist eine direkte Folgerung von (i). O

Wir kommen zur zentralen

(1.2) Definition. Sei U eine Untergruppe von G. Man sagt, dass (U, G) die Hecke-
Bedingung erfiillt und nennt (U, G) ein Hecke-Paar, wenn

$(U\UgU) < o fiir alle g € G.

Der Ubergang zum Inversen liefert
(2) 1(U\Ug™'U) = 4(UgU/U),

so dass bei einem Hecke-Paar jede Doppelnebenklasse auch in endlich viele Linksneben-
klassen zerfallt.

(1.3) Lemma. Sei (U, G) ein Hecke-Paar.
a) Seien g € G und g, € G mit

d
UgU = | JUg,, d=4U\UgU).

v=1

Dann gilt fir alle w,u, e U, v=1,...,d,
d
UgU = U Uu,g,u.
v=1

b) Die Abbildung

v H(U,G) = RU,G)Y,  T= > HUgl)UgUw Y HUgU)Uyg,
g: U\G/U g: U\G

15t ewn Isomorphismus der Z-Moduln.
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Beweis. a) Die Behauptung folgt aus

d d d
UgU = (UgU)u = (U Ug,,) u= U Ug,u = U Uu,gu.

v=1 v=1 v=1

b) Offenbar ist die Abbildung ¢: H(U,G) — R(U,G) Z-linear und injektiv, da paar-
weise verschiedene Doppelnebenklassen auf paarweise verschiedene Rechtsnebenklassen
abgebildet werden. Das Bild ist nach a) in R(U, G)V enthalten. Sei nun

R= Y r(UgUgeRU,G)".
g: U\G

Dann gilt
r(Ugu) =r(Ug) firalle g€ G, ueU

und daher

R= Z r(Uyg) Z Uh =1 Z r(Ug)UgU

g: U\G/U h: U\UgU g: U\G/U ]

Wir setzen die Linearform ind in diesem Fall via ¢ auf H(U, G) fort und erhalten
ind: H(U,G) = Z, T indT:=indy(T)= > t(Ugl).
g: U\G
Insbesondere erhélt man aus (2)

(3) indUgU = #(U\UgU), indUg 'U =#(UgU/U).

Nun wollen wir ein Produkt definieren. Ist (U, G) ein Hecke-Paar, so ist die Abbildung

(UgU) « Uh = 1(UgU)h = > Ugh € R(U,G)
g: U\UgU

nach (1.3) a) wohldefiniert. Diese Operation wird Z-linear fortgesetzt. Fiir
T= Y Ugl)UgU € H(U,G),

g: U\G/U
R= Y r(UhUh
h: U\G
sel
T«R= Y Y tUgU)r(Uh)[(UgU)*Uh]

g: U\G/U h:U\G

Z > HUgl)r(Uh)Ugh € R(U,G).
7: U\G h:U\G

Die entscheidende Beobachtung liegt in der
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(1.4) Proposition. Sei (U, G) ein Hecke-Paar. Fiir T € H(U,G) und R € R(U, G)Y
qgilt
T*ReRUG).

Beweis. Seien u € U und T, R wie oben. Dann gilt wegen der Assoziativitét

(T« R)u = Z Z t(UgU)r(Uh)Ughu =T % (Ru) =T * R,
g: U\G h: U\G

also T'x R € R(U,G)Y. O
Nun kénnen wir ein Produkt auf H (U, G) definieren via

T, - Ty = Ty % o(T)) € H(U,G)
aufgrund von (1.3) und (1.4).

(1.5) Satz. Sei (U,G) ein Hecke-Paar. Dann ist H(U, G) mit obigem Produkt ein
Ring mat Einselement U = UeU'.

Man nennt H(U, G) den Hecke-Ring oder die Hecke-Algebra zum Paar (U, G).

Beweis. U ist trivialerweise das Einselement:

U-UgU=UgU -U=1"| > Uge|=u"| > Ueg|=UgU.
g: U\UgU g: U\UgU

Das Assoziativgesetz folgt aus dem Assoziativgesetz fiir G:
Ty (To - T3)) = o((Th - To) - T)
=Y Y D t(UaU)h(UgU)ts(UgsU)Uggags. O
91: U\G g2: U\G g3: U\G
Wir diskutieren zwei konkrete

(1.6) Beispiele. a) Sei U ein Normalteiler in G. Dann stimmen Rechts- und Dop-
pelnebenklassen iiberein: UgU = Ug. Also ist der Hecke-Ring genau der Gruppenring
Z|G /U] der Faktorgruppe.

b) Sei G =S,y und U ={r € S,41; 71(n+1)=n+1} = S,. Man hat

G=UU|JU{jn+1)=UUuU(Ln+ 1),

J=1

Uln+ 1)U = JU@,n+1),

J=1

U(gn+1)={r e S,u; n(j) =n+1}.
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Nun gilt firi,j € {1,...,n}

U(j,n+1), falls i# 7,

,n+1o{(t,n+1) €
g ol ) {U, falls ¢ = j.

Daraus folgt

n n

(U(l,n+1>U)2:L_1 <Z U(j,n+1)o(i,n+1)>

j=1 i=1

=, ! <(n—1)zn:U<j,n+1>+nU>

j=1

=(n—-1)U(l,n+ 1)U +nU.

¢) Nach 1(2.5) ist (GL(n; Z), GL(n; Q)) ebenfalls ein Hecke-Paar, weil sich nach Multipli-
kation mit einem Vielfachen der Einheitsmatrix auf ganzzahlige Matrizen zuriickziehen
kann und die Menge

{Ae M(n;Z); |det Al =r}, reN,
in endlich viele Rechtsnebenklassen zerféllt (vgl. §3).

Wir geben weitere Beschreibungen fiir das Produkt.

(1.7) Lemma. Sei (U,G) ein Hecke-Paar. Seien g,h € G mit

d(g)
UgU = | Sgu,  d(g) = $(U\UgU),

d(h)
URU = | J Shy, d(h) = §(U\URU).
v=1
Dann gilt
UgU-UWU = Y algh; /UST,
f: U\UgURU/U
wober

(i) alg,h; f) =t{(,v); guhy € Uf} = {Uh; Uh C URU, fh™' € UgU},
(it) indUfU-alg,b; f) =A{(n,v); guhw € USU},
= indURU - ${U§;Ug C UgU, Gh € UfU},
(iii)  indUfU -ind Uh™U - a(g, h; f)
= ind UhU - #{(U§, hU); U C UqU, hU C UhU,Gh € UfU}.
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Beweis. (i) Die Definition des Produktes liefert

d(g) d(h)
(+) ((UgU) - (URD)) =D > " Ug,h,,.

pn=1 v=1

Nun berechne man den Koeffizienten von U f auf der rechten Seite.

(ii) Jede Rechtsnebenklasse in U fU hat nach (1.4) den gleichen Koeffizienten in (x).
Bei der zweiten Identitdt wahle man die Reprasentanten in der Form h, = hu,, u, € U,
v=1,...,d(h), und verwende die erste Identitét.

(iii) Man verwende (g, h; f) = oz(g,%; f) fiir alle h € UhU in (ii) sowie (3). O
Aus (ii) erhélt man direkt
ind((UgU) - (URU)) = > alg,h; f)indUfU

f: U\UgURU /U
=t{(p,v)} =indUgU - ind UhU,

also das

(1.8) Korollar. Ist (U,G) ein Hecke-Paar, so ist

ind: H(U,G) = Z

ein Ringhomomorphismus.

Wir suchen insbesondere Elemente mit einem einfachen Multiplikationsgesetz.

(1.9) Lemma. Sei (U,G) ein Hecke-Paar und g € G mit Ug = gU. Dann gilt fir
alle h € G
UgU - UhU = UghU, URU - UgU = UhgU.

Beweis. Sei

d
ULU = | JUhu,, w, €U, d=indUhU.
v=1
Angenommen, es gilt
ughu, = ghu,, fiir ein v € U.

Wegen ug = gu fiir ein geeignetes w € U aufgrund von Ug = gU folgt
uhu, = hu,, also v=p,

da die Nebenklassen Uhu,, v = 1,...,d, disjunkt sind. Also sind die Ughu, paarweise
verschiedene Rechtsnebenklassen in UghU und es folgt

UgU - UhU = UghU.
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Zu u, existiert wiederum ein u, € U mit u, g = gu,. Also sind die Rechtsnebenklassen
Uhu,g = Uhgu,
einerseits paarweise verschieden und andererseits in UhgU enthalten. Es folgt

ULU - UgU = UhgU. 0

Wir wollen ein zentrales Kommutativitatskriterium fiir Hecke-Ringe herleiten. Dazu
betrachten wir Antihomomorphismen von G, d.h. Abbildungen

0: G— G, @(gh)=¢(h)e(g) firalle g,heq.

(1.10) Satz. Sei (U,G) ein Hecke-Paar und ¢ ein Antihomomorphismus von G mit
der Eigenschaft

e(U)=U, UgU =Uyp(g)U fir alle g € G.

Dann besitzt jede Doppelnebenklasse ein simultanes Vertretersystem von Rechts- und
Linksnebenklassen, d. h. zu jedem g € G existieren g, € G, v=1,...,d, d=ind UqgU,
so dass

d d
UgU = | JUg, = JaU  (disjunkt).
v=1

v=1

In diesem Fall ist der Hecke-Ring H(U, G) kommutativ.

Beweis. Wir gehen von zwei disjunkten Zerlegungen

d )
UgU = | JUg, =g, U, d=indUglU, §=indUg T,
v=1 pn=1
aus. Die Voraussetzungen an ¢ implizieren

UgU = Up(g)U = ¢(UgU) = ¢ (U U§y> = U@ U

v=1
) )
= (U g;U> = JUe(g)).
p=1 p=1
Daraus folgt sowohl d > ¢ als auch § > d und damit

(%) d=06=ind(UgU) =ind(Ug 'U) fiir alle g € G.
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Weil g, und ¢/, zu UgU gehoren gibt es u,, @, € U mit

N / L - _ 1—1
Uy g, Uy = G,, also vt = UGy = g4,

mit
Ug,=Ug, und ¢,U=gq,U firv=1,...,d.
Wir gehen nun von einem weiteren simultanen Vertretersystem
5 5
ULU = | Uh, = | U
p=1 pn=1

aus. Wegen (x) fihrt (1.7) (iii) auf

UgU-UhU = > alg, h; HUFU,
f: U\G/U

ind U fU - a(g, h; f) = 8{(v, 1); ghu € SFS}.

Aus
d é
Ue(9)U = | elg)U. Up(h)U = | Ugp(h,)
v=1 n=1
folgt dann
URU - UgU = Up(WU - Up(l)U = > a(e(h), ¢(9); f)
f: U\G/U
ind U fU - a(p(h), ¢(9); ) = t{(1, v); @(hu)e(gy) € USU}.
Nun gilt
o(hu)e(9,) = p(guhy,) € Up(f)U = U fU < g,hy, € UfU,
also auch
a(g, h; f) = a(e(h), 0(g); f) firalle feG
und damit

UgU -UhU = URU - UgU. O
In allen Beispielen werden wir diesen Satz anwenden, um die Kommutativitit eines
Hecke-Rings nachzuweisen.

Ist U ¢ M C G und M multiplikativ abgeschlossen, so ist H(U, M) ein Unterring von
H(U,G), den wir ebenfalls als Hecke-Ring bezeichnen.
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§2. Der Hecke-Ring zu SL(2;7Z)

In diesem Paragrafen bestimmen wir die Struktur des Hecke-Rings zum Hecke-Paar
(SL(Q;Z), GL*(2; (Q))), das in der Theorie der elliptischen Modulformen eine zentrale
Rolle spielt.

Dazu sei I' := SL(2;Z) die elliptische Modulgruppe und

M: =GLT(2;Q)NM((2x2,Z)={Ac M2 x2;Z); det A > 0}
M(): ={AeM(2x2,Z); detA=1}, leN.

(2.1) Lemma. Fir jedes A € M(l) hat die Rechtsnebenklasse I'A einen eindeutigen
Vertreter der Form

a b
(O d)’ a,deN, 0<b<d, ad=1.

M(1) zerfdllt in o1(l) Rechtsnebenklassen beziiglich T' und (T, GL™(2; Q)) ist ein Hecke-
Paar.

Beweis. Der erste Teil war schon in I(2.5) bewiesen. Daraus ergibt sich

I\M() =) d=o1(D).

dli
Zu A € GL*(2; Q) withlt man ein o € N mit aA € M. Dann folgt die Behauptung aus
#(T\[AT) = #§(I'\T'aAl') < 01(1), [=a’*detA€N. O

Um Doppelnebenklassen zu behandeln, betrachten wir

5(A): =ggT (a,b,c,d), A= (i Z) e M.

(2.2) Lemma. a) Es gilt
(i) 6(A)S(B) | 0(AB) fiir alle A,B € M,
(ii) S(UAV) =06(A) fir alle AecM, U,V eTl.
b) Zu A € M gibt es U,V € I" und eindeutig bestimmte a,d € N mit

a 0
UAV—(O d)’ ald.

Dabei gilt a = 6(A) und ad = det A.
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Beweis. a) Die Matrix
1 1 1
———AB=(—=A) | ==2B
5(A)o(B) (5(A) ) (5(3) )
ist ganzzahlig. Also gilt (i). In (ii) erhélt man aus (i)
S(A) | 6(UAV), S(UAV)|6(UT-UAV -V = §(A),

also die Gleichheit.
b) Das ist ein Spezialfall 1(2.8) mit dem Zusatz geméfs a). O

Wesentlich ist nun das

(2.3) Korollar. Seien A € M(k), B € M(l) mit teilerfremden k,l € N. Dann gilt

5(AB) = §(A) - 8(B).

1
5(B)
schrankung 6(A) = 0(B) = 1 annehmen. Wegen (2.2) geniigt es daher zu zeigen, dass

=0 )G )=l ) o= g er

gilt. Sei p € P, das die Eintrége dieser Matrix teilt, also

Beweis. Wenn man A durch ﬁA und B durch B ersetzt, darf man ohne Ein-

pla, pllb, p]lke

Dann ist p | b oder p | ¢ ein Widerspruch zu det U = 1. Also erhélt man p | k und p | I
als Widerspruch zu ggT (k,[) = 1 und damit die Behauptung. O

Damit kommen wir zur Anwendung auf den zugehérigen Hecke-Ring H = H(I", M).

(2.4) Lemma. a) 3 ist kommutativ.

b) Fir Ae M und 0 # X\ € Z gilt
TAT - T(AE)T = T(AA)T.
c) Fir A € M(k) und B € M(l) mit teilerfremden k,l € N gilt

[AT -TBT =T(AB)T.
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Beweis. a) Das Transponieren ist ein Antihomomorphismus von GL*(2; Q) mit der
Eigenschaft
FAT =TA"T fiir alle AeM

nach (2.2). Dann folgt die Kommutativitiat aus (1.10)
b) Man verwende (1.9).
c) Aus (2.3) und (2.2) folgt TAI'BI' = 'ABI, also

AT -T'BT' =tI'ABT' fiir ein t € N.

Nun wéhlt man Représentanten B = (% }?) von I'\T'BT' gemif (2.1). Man erhélt

10 (b b (1 0\ 1 (b b\ _ (bl —byl
0 kiJ\0o b)) “N\o k) T\0 b ) \o0 kb )

Diese Matrix ist genau dann ganzzahlig, wenn B = B, also t = 1. U

Wir zerlegen den Hecke-Ring in Unterringe
H,=HI.M,), M,=JM@"), peP.
1=0

Man nennt H,, die p-primare Komponente von H.

(2.5) Satz. K ist das Tensorprodukt der p-primdaren Komponenten, d. h.

H = (X) H,.

peP

Beweis. Eine Basis von H bzw. H, wird durch die entsprechenden Doppelnebenklas-
sen gegeben. Jede Doppelnebenklasse hat einen eindeutigen Vertreter der Form (2.2),
der sich als ein endliches Produkt solcher Matrizen schreiben lésst, deren Determinante
eine Primzahlpotenz ist. Dann folgt die Behauptung aus (2.4). O

Wir fithren nun geeignete Elemente von H ein:
a 0
T(a,d) =T (o d) I, a,deN, TJ()= > TA I€N
A: T\M()/T

Fiir eine Primzahl p hat man speziell

T(1,p) = T(p) = M(p).

Mit diesen Bezeichnungen reformulieren wir (2.4), (2.3) und (2.1) als
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(2.6) Korollar. Fiir a,d,l € N gilt
a)  TU)= > T(ad),

ad=l, a|d
b)) Tla,d) T(,1) = T(la, ld),
c¢) indT(l) =o.(1).

Nun beschreiben wir die Struktur von H,.

(2.7) Satz. Seip eine Primzahl. Dann gilt

a) indT(1,p%) =ind T(p!, p**) = p*Lp+1) firk,l > 1.

b)  T(,p*) =T") —T(p,p) - T"?) firk > 2.

c)  T(p)?=T(1,p*) +(p+1)T(p,p).

d)  T(p)-T(p)* =T +pT(p,p) - T(P*1) firk > 1.

e)  T(p)-T(L,p*) =T, p*) +pT(p,p) - T(L, pF~Y) fiirk > 2.

min(r,s)
)T T = Z_IO p’T(p,p)” - T('7") firr,s > 0.
g) Tk)-T)= > dJI(d,d) -T(kl/d*) firk,1>1.
d| ggT (k,l)

Beweis. a) Nach (2.1) und (2.2) wird ein Vertretersystem von I'\T(1,p*) gegeben
durch

1 b o (PF D prob y
< < — —
(0 pk)’ 0<b<p, (0 1), (0 ) 0<b<p’, ptb,v=1,....k—1.

Beim zweiten Teil verwende man (2.6) und (1.8).
b) Das ist eine Folgerung aus (2.2).

c¢) Das ist wegen b) ein Spezialfall von d).

d) Wir berechnen

T(p*) - T(p) = > #B)BI.
B: D\M(ph+1)/T

Nach a) wird ein Vertretersystem von I'\T(p) gegeben durch

1 7 . p 0
A= (0 p)’ j=0,...,p—1, A,:= (0 1).

Ist B € M(p**t1) mit p | §(B) dann fiihrt ij_l € M(2x2;,Z) zu

-1 k s
BAT € M(p"), j=0,...,p,
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also t(B) = p + 1. Es gibt nur eine Doppelnebenklasse I'BT in M(p*™!) mit p t §(B)
und wir wahlen den Vertreter
1 0
B - 0 pk+1 .
Dann bekommt man

_ 1 —i/p 1/p 0
BAjlz(O pl{) bzw. ((/) pkH)EM(ZxQ;Z)

genau dann, wenn j = 0. Also gilt ¢(B) = 1. Aus b) erhalten wird

T(") - T(p) = TP + (p+1) > BT
B: I\W(pA )/,
Plo(B)

=T +pT(p,p) - T(P* ).
e) Man benutze b) und ¢) in der folgenden Rechnung
T(p) - T(1,p*) =T(p) - T®*) — T(p) - T(p, p)
=T(*) + (p—1)T(p,p) - T(p) = T(L,p*) + pT(p, p) - T(p)
und fir £ > 3
T(p)- T(1,p") = T(p) - T(®") — T(p) - T(p,p) - T(P*?)
=T +pT(p,p) - TW*Y) = T, p) - TW*1) — 0T (0, p)* - T(P*)
= T(Lp"") + pT(p,p) - T, p"71).

f) Wir verwenden eine Induktion nach r, wobei r = 0 trivial ist und r» = 1 aus d) folgt.
Sei daher 2 < r < s. Dann folgt aus d) und der Induktionsvoraussetzung

TE)-TE) =T -TE-T@) —pT(p,p) - TE' ) - T(p*)

r r—2
_ pyT(p) . (I(p’p)u . (J—(pr-i—s—l—lu) —p pr‘]—(p’p)u-i-l . (,T(pH_S_Q_QV)
v=0 v=0
r—1
— pu . :I(p’p>mj~(pr+sf2u> T pqul:J'(p’p)l/Jrl . 7<pr+322u>)
v=0
r—2
_ Zpu—l—l(‘]—(p’p)u—‘,—l 3 (I(pr—i—s—Qu)
v=0
_ ZPUT(]?,]?)V . rJ~<pr+sf2l/).
v=0
g) Man kombiniere f) mit (2.4) und benutze T(p,p)” = T(p”, p"). O

Das finale Resultat ist der
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(2.8) Satz. Seip eine Primzahl. Dann gilt

H, = Z[T(p), T(p,p)],

wobei T(p) und T(p, p) algebraisch unabhingig sind.

Beweis. Eine einfache Rechnung mit (2.7) ¢) und e) zeigt
T(1,p") € Z[T(p),T(p,p)] fiir alle k > 1.

Dann folgt
H, = Z[T(p), T(p.p))
mit (2.5). Nach (2.2) gibt es [[/2] + 1 Doppelnebenklassen in M(p!). Andererseits ist

T(p,p)” - T(p)*, v,pue Ny,

genau dann eine Linearkombination von Doppelnebenklassen in M(p'), wenn 2v + p = I.
Also existieren genau [I/2] + 1 solcher Monome. Weil T(p) und T(p, p) aber H, erzeugen,
sind sie somit algebraisch unabhéngig. O

Eine Kombination mit (2.5) liefert das

(2.9) Korollar. Die Hecke-Algebra H := H © Q wird erzeugt von

T(1), | €N,

Beweis. Aus (2.7)d) erhélt man

T(p,p) = ]%(‘T(p)2 —T(?)).

Nun verwende man (2.8) und (2.5). O

Man betrachte den Hecke-Ring zu (I", SL(2; Q)), der nach (2.8) und aus allen Polynomen

iuber Z in .

T(p)*- T(p,p) ' =T <p0 g) +(p+1)T, peP,

besteht.

(2.10) Korollar. Der Hecke-Ring H(T', SL(2; Q)) besteht aus den Polynomen in

1/p 0
F(O p)F,pEIP’,

die algebraisch unabhdingig sind.
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Nun beschreiben wir die Operation des Hecke-Rings auf dem Vektorraum der ganzen
elliptischen Modulformen. Fiir M € M(q) und f € My (") sei

f]LFMF:: > f\K

K:T\[MT
Wegen f | L = f fur alle L € T ist die Abbildung wohldefiniert und f | TMT wieder
k k

holomorph und unter I' invariant. Nimmt man das Vertretersystem (& Y) so sieht man,

dass f((az 4 b)/d) wieder eine Potenzreihe in e*™*/? ist und dass somit f | TMT die
k

Beschrinktheitsforderung erfiillt. Diese Abbildung wird linear auf K fortgesetzt. Die
Abbildungen B
f=f17, JTeXH
k
heifsen Hecke-Operatoren. Inshesondere hat man

1T =17"f
k

Wir schreiben die Fourier-Entwicklung von f € My (T) in der Form

o
z) = Z ap(m)e’™™ z € H,.

(2.11) Satz. Die Abbildung

H — End Mg(T'), T (f—f|7T),
k

st ein Ringhomomorphismus. Jeder Hecke-Operator bildet Spitzenformen auf Spitzen-
formen ab. Es gilt fiirn € N

( ) f | rI Z ag 27rimz
m=0
mit
agm) =Y (d/n)" ap(mn/d®), m € Ny,
d| ggT (m,n)
insbesondere

ag(0) = o1-k(n) - 7(0), ay(1) =n'""-ay(n).

Beweis. Aus
d(M) d(N)

J(DMT) Z I'M,, «TNT)=) TN,

v=1
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folgt mit der Definition des Produktes

d(M) d(N)
UTMT «TNT) =Y " > TM,N,
p=1 v=1
und damit
d(M) d(N) d(N) (d(M)
fIEOMT«TNT) =Y N F[(MN,)=> (D FI M) | N,
k p=1 v=1 k v=1 pn=1 k k

k

= <f | (FMF) ;L I'NT.

Also ist die Abbildung ein Ringhomomorphismus. Verwendet man fiir T(n) das Vertre-
tersystem aus (2.1), so ergibt sich

9(z) =1 | T() => Y d*f((az+1b)/d)

ad=n bmod m

— Z Zaf<m>€27rimaz/d . Z 627rimb/d.

ad=n m=0 bmod d
Mit der geometrischen Reihe kommt man auf
S o _ {0 falls d fm,
y = d falls d | m.
Also muss man nur iiber m = dl summieren und erhélt

_ Z i dlfkoéf<dl)e2m'laz

ad=n 1=0

= ZZ a/n)k~ ag(nl/a)e Zmialz

=0 a|n

o0

Z (a/n) " tag(rn/a?) | e =

r=0 \a|ggT (r,n)

Das liefert die Formel fiir die Fourier-Koeffizienten, woraus sich sofort die Spezialfille r =
0 und r = 1 ergeben. Also werden auch Spitzenformen auf Spitzenformen abgebildet.[]

Wir nennen 0 # f € Mg(I") eine simultane Eigenform, wenn es zu jedem T € H ein
A(T) € C gibt mit
F1T=2:(T)f.
k
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Es geniigt wegen Korolllar (2.9), die Eigenschaft fiir alle T = T(n), n € N, mit A¢(n) :=
Af(T(n)) nachzuweisen. Aus (2.11) folgt dann

() - ag(m) = ag(m) = S (d/n)"ay(mn/d?), m e N

d| ggT (m,n)

und speziell fiir m =1

(%) Ap(n) - ap(1) = n'Fay(n).

(2.12) Lemma. Fir ein nicht-konstantes f € My (I") sind dquivalent

(i) f ist eine simultane Figenform.

(i1) Es gilt op(1) # 0 und fir alle m € Ng, n € N

ap(m)-ag(n) =a;(1)- Y (d/n) ag(mn/d).

d| ggT (m,n)

In diesem Fall sind die Eigenwerte

und es gilt
ag(m) - ar(n) = ap(1) - ap(mn)
fiir alle teilerfremden m,n € N sowie firpe P, r € N

ap(1)-ap(p™h) = ap(p") - ap(p) — P o (1) - ay(1).

Beweis. Die Aquivalenz von (i) und (ii) folgt aus Satz (2.11), denn a;(1) = 0 wiirde
wegen (x) auch ay(n) = 0 fiir alle n € N implizieren, woraus folgt, dass f konstant ist.
Der erste Zusatz ergibt sich aus (k). Fiir teilerfremde m,n € N liefert (2.7)

Ap(m) - Ap(n) = Ap(mn),  Ap(p") - Ap(p) = Ap (@) — A5 (071,

woraus man wiederum mit () die letzte Aussage erhélt. O

Wir iibersetzen das Lemma (2.12) in eine Eigenschaft der zugehorigen Dirichlet-Reihe

Dy(s) = > ay(m) - m™.
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(2.13) Korollar. Ist f € My(I") eine simultane Figenform mit ap(1) = 1, so hat
Dy (s) eine Entwicklung als Euler-Produkt

Dy(s) = H(l —ay(p)p~° +pk—1725),1.

p

Beweis. Aus ay(m) - ay(n) = ay(mn) fir teilerfremde m,n € N geméf (2.12) ergibt

sich
Di(s) =] (Z af<pr>pm> .

Nun berechnet man wieder mit (2.12)

(Z ay (pT)p”> (1—ap(pp+p%)
=ap(1)+ > [ap(p") —ay(p" ) - ap(p) + P oy (p ) p
= 1. [

Wir wissen, dass Hecke-Operatoren Spitzenformen auf Spitzenformen abbilden. Mit

$121) = CA*, A*(z) = 7(m)e™™, (1) =1,

m=1

folgt das

(2.14) Korollar. Die Diskriminante A* ist eine simultane Eigenform

A* | T(n) =n " "7(n)A*, neN.
12

Die Fourier-Koeffizienten erfiillen

7(m) - 7(n) = 7(mn) fir alle teilerfremden m,n € N,

(™) = 7(") - 7(p) — p'tr(p"t) fiir alle p € P, r € N.

Dieses Korollar war der Ursprung fiir die Entwicklung der Hecke-Operatoren durch
Mordell um 1920. Aber erst Hecke erkannte in den 30er Jahren die universelle Bedeutung
dieser Konstruktion.
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(2.15) Korollar. Die FEisenstein-Reihen sind simultane Eigenformen: Ist k > 2 ge-
rade, so qilt
1 1
EY | T(n) = o1y (n)EV.
k

Beweis. Wir beweisen die Aussage zunéchst fiir eine Primzahl n = p. Sei dazu g :=
EY | T(p). D il
" p). Dann gilt
k

ag(0) = o1-p(p) =1+ p' ™
nach (2.11). Fir m € N gilt

(m) p' oy (pm), falls p { m,
ag(m) =
! p'*as(pm) + az(m/p), falls p|m,
wobel af(m) = —é—’zak,l(m). Weil die Teilersummen multiplikativ sind, hat man im
ersten Fall
ag(m) = p'For_1(p) - ap(m) = o1(p) - ay(m).

Im zweiten Fall kann man sich mit demselben Argument auf m = p", r € N, zuriickziehen.
Dann gilt

Bk r — r r—
_%%(P ) = p' ko'kfl(p H) + op-1(p 1)
r+1 r—1
_ pl—k sz(k—n T sz(k—n
=0 =0

=@+ D)) P = 01k(p) - ok ()
=0

Durch Betrachtung der Fourier-Reihen folgt
9= Ulfk(p)E;il)-
Nach (2.7) ist E,gl) eine simultane Eigenform. Der Eigenwert ergibt sich aus (2.11). O

Wir beschreiben eine weitere Anwendung der Hecke-Theorie auf Modulfunktionen. Dazu
bezeichne j(z) die absolute Invariante.

(2.16) Satz. Zu jedem n € N existiert ein eindeutig bestimmtes Polynom
mit der Eigenschaft

(%) Fu(X,j(z) = [] (X—j(M(z)) firalle z€ 3.
M:T\M(n)

F.(X,Y) hat als Polynom in X bzw. Y jeweils den Grad o,(n).
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Beweis. Sei

F(X):= I (x—i))).

M:T\M(n)

Weil j bereits I'-invariant ist, hingt die Definition nicht von der Wahl des Vertretersys-
tems ab. Sei r = oy(n) und M, ..., M, das Standardvertretersystem aus (2.1). Dann
folgt

T

Fu(X) =Y (DB (i(Mi(2)), ..., 5(M(2))) - X7 7F,

k=0

wobei Sy das k-te elementarsymmetrische Polynom in r Unbestimmten ist. Fiir die
Potenzsummen gilt

> (M) = 5" | T(n) € Q[i(2)],

da die Modulfunktion auf der linken Seite holomorph auf H; ist und rationale Fourier-
Koeffizienten hat. Bekanntlich kann man die elementarsymmetrischen Polynome rational
durch Potenzsummen ausdriicken, d. h.

(%) Se(§(Mi(2)), ..., j(Mr(2)) € Q[ (2)].

Weil j(z) transzendent ist, gibt es ein eindeutig bestimmtes Polynom F,(X,Y) €
Q[X,Y] mit der Eigenschaft (). Offenbar hat F,(X,Y) in X den Grad r.

Der hochste auftretende Pol in oo bei den Funktionen (k%) hat die Ordnung r = o1(n)
und dieser tritt nur bei S, auf, denn in diesem Fall beginnt die Fourier-Entwicklung mit

dem Term
— 2 — _
| | | | 2mi(nz+b)/d | | e 27rmz/d e 2mrz

dln  b( mod d) din

Folglich sind alle Si(j(M:(z)),...,j(M,(z)) fiir 0 < k < r Polynome in j(z) von einem
Grad < r und fiir £ = r ein Polynom in j(z) vom Grad r. Demnach hat F,,(X,Y) in Y
ebenfalls den Grad r. U

Man nennt F,(X,Y) = 0 die Modulargleichung vom Grad n. Trivialerweise gilt
RX)Y)=X-Y.
Eine ldngere Rechnung mit der Fourier-Entwicklung von j(z) liefert

F(X,Y)=X>+Y? - X?Y? + 1.483(X?Y + XY?) — 162.000(X? + Y?)
+40.773.375XY + 8.748.000.000(X + Y) — 157.464.000.000.000 .
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§3. Der Hecke-Ring zur unimodularen Gruppe

Wir verwenden die Abkiirzung

U,: = GL(n;Z)

fiir die unimodulare Gruppe. Als Wiederholung aus der Linearen Algebra formulieren
wir den

(3.1) Satz. a) Die unimodulare Gruppe U,, n > 1, wird erzeugt von den Matrizen
P<17j>, j:2,...,n, E-'-Elg.

b) Zu jeder Matrix A € M(m x n;Z) mit Rang A = r gibt es U € U,,, V € U,, und

eindeutig bestimmte dy,...,d, € N, so dass
UAV(Z(? 8)7 D:diag(dl,...,dr), d1|d2||dr

Daber gilt firk=1,...,r
dy - ... dp =0,(A) = ggT{k x k Unterdeterminanten von A}.

c) Zu jeder Matrix A € M(n;Z) mit det A # 0 gibt es ein U,V € U, sowie eindeutig
bestimmte Matrizen B = (b;j), C = (cij), so dass

* *

UA=B= , bZJ:OfUTZ>j, bijN, 0<b2J<b]J, 1<i<y<n.
0 *
* 0

VA=C = , CijZOf’d’f’Z'<j, bi; € N, 0<bw‘<bii, 1<i<y<n.
* *

Als unmittelbare Folgerung erhélt man das

(3.2) Korollar. Fir A, B € M(n;Z) gilt

Up AU, = U, BU,, < 64(A) = 6x(B) fir k=1,...,n.

Wir interessieren uns nun fiir die Multiplikativitat der Elementarteiler
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(3.3) Satz. Seien A, B € M(n;Z) mit det A # 0 und det B # 0.

a) Firl <k<mn gt (mit der Erweiterung dp := 1)

det A det B
0x(AB) = qi0r(A) - 0x(B) mit einem g, | ggT ( . . )

Ok (A)On—r(A)" x(B)0n—k(B)

b) Sind det A und det B teilerfremd, so gilt

5u(AB) = 6x(A) - 6x(B) fiir k=1,...,n.

Beweis. a) Nach (3.1) gilt fir UyV e U, und k=1,...,n
(UAV) = 6,(A), &(U) = 1.
Also geniigt es,
w(AWB), A=diag(ai,...,a,), B=diag(by,...,b,), a;,b; € N, a; | ajs1, b; | b1
zu betrachten. Sei I, J C {1,...,n}, I = #J = k. Wir betrachten die k x k£ Untermatrix
(AWB); ;= (AW DB);cr jes-

Es folgt

ﬁ a; - ﬁ bj - det W[J.

i=n—k+1 j=n—k+1

det(AWB) ;= [[ai- [ ] b - det Wy,

icl jed

Wegen
(W) =geT{det W; s; I,J C{l,....,n}, 4l =48] =k} =1

folgt die Behauptung mit

i det A i det B
t=n—k+1 j=n—k+1 571—]9(3)

b) Das ist eine unmittelbare Konsequenz von a). 0

Um den Hecke-Ring zu studieren, verwenden wir die Bezeichnungen

D, ={Ae M(n;Z); det A#0}, D,(l)={Ae M(n;Z); |det A| =1}, [ €N.
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(3.4) Korollar. Fir jedes | € N zerfdllt D,,(l) in endlich viele Rechtsnebenklassen
beztiglich U,,. Insbesondere ist (U,, GL(n; Q)) ein Hecke-Paar.

Beweis. Wir wéhlen die Vertreter in der Form (3.1) ¢) und erhalten

1(U\Dy(l)) = Z b(l]bé Ce bZ’l < Z PP RN

(b1,...,bn)ENT (b y-.rsbr ) ENT
I I
Fir A € GL(n; Q) betrachte man A € N mit AA € D, (), [ € N geeignet. O

Speziell gilt
u2\®2 Z d= 0'1

d|l
d
H(Us\Ds(1) = > d*oy(1/d) =17 d(2 ),
djl djl

Nun betrachten wir den Hecke-Ring
H,, = H(U,,D,) C H(U,, GL(n;Q)).

(3.5) Lemma. a) 3, ist ein kommutativer Ring
b) Fir A€ D, und A € Z, N # 0, gilt

U, AU, - U, AEYU,, = U, (AA)U,,.
c) Sind A, B € D,,, so dass det A und det B teilerfremd sind, dann gilt
u,Au, - U, BU, = U,(AB)WU,.

d) Jede Doppelnebenklasse in I, besitzt ein simultanes Vertretersystem der Rechts-
und Linksnebenklassen.

Beweis. a) Das Transponieren ist ein Antihomomorphismus von GL(n;Q), der die
Doppelnebenklassen geméfs (3.1) invariant ldsst. Dann folgt die Kommutativitdt aus
(1.10).

b) Man verwende (1.9).

¢) Aus (3.3) und (3.2) ergibt sich U, AU, BU,, = U, ABUWU,, also

u,Au, - u,BU, =tU,ABU,

fiir ein ¢ € N. Sei nun

g
(U AU,) Zu Ai, (U, BU,) = U, B;.
=1
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Es geniigt zu zeigen, dass die Rechtsnebenklassen U, A;B; paarweise verschieden sind.
Sei nun U € U,, mit

UAZB] = Ak:Bla also AI;IUAZ = Blel.

Die Nenner auf der linken Seite sind Teiler von det A, auf der rechten Seite von det B.
Weil die Determinanten teilerfremd sind, sind beide Seiten ganzzahlig und damit uni-
modular. Dann gilt U, B; = U, B; und U, A = U,A;, also j = [ und ¢ = £ und somit
t=1.

d) Die Behauptung folgt mit der Argumentation in a) aus (1.10). O

Nun betrachten wir
To(l) := Z U, AU,, 1€ N.
AU\ Dy (1) /Un

WEeil die Elementarteilermatrizen mit Determinante kl, wobei k,l € N teilerfremd sind,
sich eindeutig als Produkte von Elementarteilermatrizen mit Determinante £ und [
schreiben lassen, impliziert (3.5) das

(3.6) Korollar. Fir teilerfremde k,l € N gilt

To(k) - To(l) = To(kl).

Analoges gilt natiirlich, wenn wir k& als Produkt von Primzahlpotenzen schreiben. Sei
dazu

®n,p L= U ‘Dn(pl/>7 p € ]Pu
v=0
Hop: = H(Up, Dy

H,.p heillt p-priméare Komponente von J,.

(3.7) Korollar. Der Hecke-Ring I, ist das Tensorprodukt der p-primdren Kompo-

nenten
H = ) Honp-

peP

Beweis. Eine Basis von },, bzw. X, , wird gegeben durch Doppelnebenklassen, die
jeweils eindeutige Vertreter in Elementarteilerform besitzen. Jede solche Matrix kann
als Produkt von Elementarteilermatrizen in D,, , geschrieben werden. Dann folgt die
Behauptung aus (3.5). O
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Nun beschéftigen wir uns mit 3, ,, p € P. Jede Doppelnebenklasse U, AU,,, A € D, ,,
hat einen eindeutigen Vertreter

E(A) = diag (p™,...,p"), 0<k <... < ky.
Fiir 0 < 7 < n betrachten wir die Doppelnebenklassen
Tnj i =Tnilp) =U,diag(1,...,1,p,....p)U,.
— T
n—j J

Insbesondere gilt
(-Tn,O(p) = una (-Tn,n(p) - un(pE)un

Fiir eine ganzzahlige Matrix A sei

rp(A) = Rang A tber Z/pZ.

Offenbar gilt
rp(UAV) =1r,(A) firalle UV € U,.

Wegen der eindeutigen Vertreter liefert eine Verifikation das

(3.8) Lemma. Fir Ae M(n;Z) und 0 < j < n sind dquivalent
(’L) A € Tn,J(p)
(ii) rp(A) =n — j und det A = p7.

Wir bezeichnen das j-te elementarsymmetrische Polynom in X7, ..., X,, mit

Si(X1, .. X)) =S(Xy, LX) = Y X, X,

I <.<yj<n
S(]<X1,...,Xn)2217 Sl<X17...,Xn):X1+...—|—Xn,
Sn(X1,7Xn):X1Xn

(3.9) Proposition. Fir 0 < j < n wird ein Vertretersystem der Rechtsnebenklassen
von T, ;(p) beziiglich U,, gegeben durch

(*) A=

kn

mit den Figenschaften

(i) k,€{0,1}, v=1,....n,
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(i5) kv + ...+ kn =7,
(iii) 0 < ay, < pPUR) firl < p<v<n.

Insbesondere gilt -
ind Tp5(p) = p VU285, 0%, ., 0").

Beweis. Wenn A die Bedingungen (i) - (iii) erfiillt, gilt det A = p? und r,(A) =n — j,
also A € T, ;(p) nach (3.8). Die Vertreter gehoren nach (3.1) zu paarweise verschiedenen
Rechtsnebenklassen beziiglich U,,. Nun wéahlt man umgekehrt einen Vertreter A von
U, \T,,j(p) in der Form (3.1). Dann hat A die Form (x) mit 0 < a,, < p*. Nun folgt
(ii) aus der Berechnung der Determinante. Weil pA~! wieder ganzzahlig ist, erhélt man

(i).

Um (iii) zu beweisen, nechmen wir an, dass ein Paar (i, v) existiert mit
auw #0, k,=k =1 1< pu<v<n.

Damit gibt es aber mindestens n — j + 1 iiber Z/pZ linear unabhéngige Zeilen in A,
namlich diejenigen n — j mit k; = 0 sowie die p-te Zeile. Das widerspricht (3.8).
Sind k1, ..., k, fixiert, so gibt es also

[T p

I<pu<vsn

Moglichkeiten fiir A. Wegen k2 = k, folgt daraus

%j(j+1):%<zn:k,,> <1+zn:k;y>:zn:k:y+ Z kuky.
v=1 pn=1 v=1

I<pu<r<n

Das fihrt zu

pIUTD/2 Hpuky _ H phr =k,
v=1

I<pu<vn
Schlieflich beachte man

ind ('Tn,j(p) _ p—j(j+1)/2 Z pk1p2k2 .. pnkn

(k1,....kn)€{0,1}"
k,‘1++k‘n:j

=p U2 S (p,p?, ... p"). 0

Wir beachten, dass }, , ein Z-graduierter Ring ist, d. h.

Hop =P HE, HE) = ST U AU U AU U, AU, € Z
k=0 AUn\ Dy (pF) /U,
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Das bedeutet

HO =W, = Too(p), HY =2T,.1(p),
HE) - H D HED.

7p n 7p

(3.10) Proposition. X, , wird erzeugt von den Doppelnebenklassen

‘-Tn,O(p)a Tn,l(p)a O 7Tn,n(p)

Beweis. Sei A der von den angegebenen Elementen erzeugte Unterring von H,, ,. Wir
zeigen durch Induktion nach k, dass

k
HF C A,

wobei der Induktionsanfang k = 0 sowie k£ = 1 klar ist. Ist £ > 2, so zeigen wir sukzessiv

Hi) = S U AU AL HU,AL,) € Z p C A,
AUNDR (PF) /Un
rp(A)=r

Ist U, AU, € K, so withlen wir einen Vertreter
A=diag(p™,....p™), O0=ki=...=k. <k <...<kn, ki+...+k, =k
Ist r =0, so gilt k&; > 1 und
7=, (24) U, € 3¢5 A

sowie

T Ton(p) = U, AU,

wegen T, ,(p) = Un(pE)U,, und (3.5). Der Fall r = n fihrt auf k£ = 0.
Sei also 0 < r < n und

T :=U,diag(1,...,1,p" =1 . pF"DU, € I}C;’f;“") c A
Wir berechnen

T Ty = > U BU U, BU, € K.
B:Up\Dn (p*)/Un

Zunéchst impliziert ¢t(U,, BU,,) # 0 bereits r,(B) < r nach (3.8), da der Rang bei einem

Produkt von Matrizen nicht grofser werden kann. Betrachtet man U, BU, € }cﬁff;f’ mit
einem Vertreter

B=diag(1,...,L,p" . ...p™), 1<l <. .. <lpy Ly + ...+ 1, =k,
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und wihlt man die Vertreter C' von U,,\ 7, ,,—, nach (3.9), so ist ¢(U, BU,) die Anzahl
dieser C’s mit der Eigenschaft
BC'eT.

Aber die Wahl von B impliziert, dass nur die Mdoglichkeit

C=diag(1,...,1,p,...,p)
—— —
verbleibt. Es folgt
r—1
k,l
T Ty =T+ U AU, Ty € P HED.
1=0
Mit der Induktionsvoraussetzung erhélt man A = I, . U

Die Strukturaussage folgt aus dem

(3.11) Satz. X, , ist der Polynomring iber Z in den n Elementen

(-Tn,l(p)a s 7('Tn,n(p)7

die algebraisch unabhdingig sind. Insbesondere enthdlt H,, keine Nullteiler.

Beweis. (3.10) impliziert
Hnp = Z[‘J’ml(p), . ‘J'nm(p)}.

Aus der Elementarteilergestalt folgert man, dass die Anzahl der Doppelnebenklassen in

D (p")
8{(k1,.... kn) ENG; 0 < by < .. <k, kn 4o+ Ky =k} = po(k)

ist, wobei p,, (k) die Anzahl der Partitionen von k in héchstens n Summanden ist. Ein
Monom

Jho T
gehort aber genau dann zu }cé’f},, wenn

Aus der Elementaren Zahlentheorie weifs man, dass auch diese Zahl gleich p,, (k) ist. Man
erhélt eine Bijektion durch

(kl,,kn)H(ll,,ln), ll = u{j, /{?J:’l}

Also sind die Monome linear unabhéngig (iiber Z) und 7T, 1, ..., T, , somit algebraisch
unabhéngig. O
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Daraus ergibt sich auch sofort die Struktur des grofieren Hecke-Ring
H, = H (U, GL(1; Q) = X) Hor:

peP

J_Cn,p = Z[Tn,l(p)7 s 7Tn,n<p)7 ‘In,n<p)71] .

Mit etwas mehr Aufwand als im Fall n = 2 erhalt man den

(3.12) Satz. Istp eine Primzahl, so gilt

}Cn,p ® Q = Q[(‘Tn(p)v (‘Tn(pQ)’ 000 7(‘Tn(pn)}'

§4. Der Hecke-Ring zur Siegelschen Modulgruppe

Fir ¢ € N definieren wir
Ay (q) :={M e M(2n;Z); JIM] =qJ}, A,1)=T,.
Fir M € A,(q) gilt

1
— M € Sp(n; R),
NG p(n; R)

woraus wir die entsprechenden Grundgleichungen geméfs 1(3.2) ableiten kénnen. Offen-
bar gilt
An(q) ’ An(’r) C An(qT),

so dass

A, = G A, (q)

ein I',, umfassendes Monoid ist. Die von A,, erzeugte Gruppe ist

A, ={IM; M €A, reN}
={M € M(2n;Q); JM] =vJ fireinv € Q, v > 0} D Sp(n; Q),

die Gruppe der rationalen symplektischen Ahnlichkeitsmatrizen.

(4.1) Satz. (Symplektischer Elementarteilersatz)
Zu M € Ay(q) gibt es K, L € T, sowie eindeutig bestimmte Zahlen
A1y, 0, dy,...,dy €N, so dassa;d; =q, j=1,...,n und

KML = diag (ay,...,an,d1,...,dp), a1 |as|...|ay|dp|dpq|...]|ds.
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Beweis. Wir verwenden eine Induktion nach n, wobei der Fall n = 1 wegen
Ai(q) ={M € M(2;Z); det M = ¢}

aus (2.1) folgt. Sei also n > 1.
Sei M die Menge aller positiven Koeffizienten von Matrizen, die in I', MT',, auftreten.
Wegen —F € T, ist M # (). Sei

a := min M.
Weil man mit J von rechts und /oder links multiplizieren darf, darf man @ € A annehmen.
Dann gilt a = ggT (a;;) nach (3.1) und Definition von A. Multipliziert man mit Matrizen
der Form (U °,), U € U,, von rechts und links, so darf man von

o U/,
a 0
= (5 %)

ausgehen. Nun multipliziert man von rechts mit (£ %) und von links mit (% %), wobei

S und T die Form
'Tl x‘2 ) x‘n
X2

€ Sym (n; Z)
T
haben. Man wahlt x; € Z, so dass
0<az; +mpgin <a bzw. 0<az; +mipg <a
gilt. Nach Wahl von a sind diese Elemente 0. Also hat M dann die Form

a 0 --- 0
0
: X
0

Nun wendet man die Grundgleichungen 1(3.2) auf ﬁ M an und erhalt

Ah{ggxM,MZ%MEMKQ

(¢ )= )

so liefert der obige Schritt a | d. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es Ky, L € T',,_1,
so dass

Betrachtet man

(Ex K1)M - (E x Ly) = diag (a,aq, ... ,a,,d,ds, ..., d,),
adi=q, i=1,....n, ag|...|ay|d,]|...|ds.
Weil ay im A-Block einer Matrix in I',, MT,, auftritt, liefert der obige Schritt a | a; und

a | d impliziert dann dy | d. Weil a4, ..., a,,d,,...,d; die Elementarteiler von M sind,
sind sie nach (3.1) eindeutig bestimmt. O
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Das letzte Argument fiihrt unmittelbar auf das

(4.2) Korollar. Fir M,N € A,, sind dquivalent:
(i) ToMT,, = [, NT,,.
(’LZ) UgnMu2n = UQnNUQn.

Nun kiimmern wir uns um Vertreter von Rechtsnebenklassen.

(4.3) Lemma. Zu jedem 0 # g € Z*" existiert ein M € T',, mit

Mg =(6,0,...,0)", 6 =ggT(g).

Beweis. Zunéchst wahlt man ein U € U,,, so dass

Utr 0 r
g,:(o U1)g:(a17"'7an7c707""0)t'

Nun wéhlt man ein V' € SL(2;Z) mit

V(al) = (g), also b:=(Vx E) ¢ = (a,ay,...,a,,0,...,0)".

C

Durch Multiplikation mit einer Matrix (V‘gr Wo,l), W € U,, kommt man dann auf die

gewiinschte Gestalt, wobei 0 = ggT (g) wegen I';, C Uy, aus (3.1) folgt. O

Mit einer Induktion kommt man auf

(4.4) Lemma. Fir M € A, enthdlt T',,M einen Vertreter

(0 5)

wobei A [oder D] obere Dreiecksgestalt hat.

Beweis. Nach (4.3) darf man davon ausgehen, dass ae; die erste Spalte von M ist.
Dann ist man fertig fiir n = 1. Sei n > 1. Nach den Grundgleichungen 1(3.2) angewandt
auf Lq M fir M € A,(q) hat man dann

L
A B a 0 * % 0 0
MZ(C D)’ AZ(O A1>’ B:<* Bl)’ CZ(O Cl)’

(0 0 B (A B
D—(>x< Dl), ad = q, Ml—(c,l Dl)EAnl(q).
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Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein K; € I',,_1, so dass K{M; die gewiinschte
Gestalt hat. Man erhélt die Behautpung durch Multiplikation mit £ x K. Der zweite
Teil ergibt sich durch Multiplikation mit (V" %, ), U € U, aus (3.1). 0O

Fiir M € A, (q) betrachten wir die nach (4.4) nicht-leere Menge von Matrizen in I',, MT,,,
deren C-Block 0 ist, also

DT, MT,) : ={D € M(n x n;Z); es existiert (4 B)e ', MI',}
C{G € M(nxn;Z); det G #0, ¢qG~' € M(n x n;Z)}.

Diese Menge zerféllt in endlich viele Doppel- und Rechtsnebenklassen beziiglich U,,. Fiir
D e D(I',MT,,) sei

B(D,I',MT,) ={B € M(n x n;Z); es existiert (4 5)eT,,MI',}.
Die Grundgleichungen I(3.2) implizieren

BD™! € Sym (n; Q) fiir <61 g) € An(q).

Also existiert auf B(D,T,,MT,,) eine Aquivalenzrelation

B=B*mod D & (B— B*)D™! € Sym (n; Z).
A B A B*
*:’F"@(o D)ZFW((} D)'

(4.5) Lemma. Sei M € A,(q), D € D(I',MT,,). Fir alle U,V € U,, gilt

4(B(D,T',MT,) mod D) = §(B(UDV,T',MT',,) mod UDV)
<dMdyte L dy,

falls diag (dy, . . .,d,) die Elementarteilermatriz von D ist.

Beweis. Es gilt
B(UDV,T,MT,) = U 'B(D,T,,MT,)V.

Fiir D = diag (dy, ..., d,) hat man wegen d; | ... | d, und BD~! C Sym (n; Q)
B(D,I,MTy,) C{B = (bj); bk € Zfiir 1 <k < j <, by = byydid; ', j < kY.

Gemif Aquivalenzrelation konnen die bjr, mod dj, reduziert werden. Die Anzahl dieser
Matrizen ist dann d?di™' - ... - d,. O

Nun beschreiben wir ein Rechtsklassenvertretersystem.
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(4.6) Satz. a) Sei M € A,(q). Dann wird ein Vertretersystem der Rechtsnebenklas-
sen in I'y M, gegeben durch

_ A B _ tr—1

wobes
(i) D ein Vertretersystem von U, \D(I',,MT,,),

(ii) B bei gegebenem D ein Vertretersystem von modD inkongruenten Matrizen in
B(D,T',MT,,)

durchlduft.
b) An(q) zerfillt in endlich viele Rechtsnebenklassen beziiglich T, so dass (T, A,,) ein
Hecke-Paar 1st.

Beweis. a) Die obigen Uberlegungen zeigen, dass jede Rechtsnebenklasse einen Ver-
treter der angegebenen Form enthélt. Sind nun Vertreter

A B . (A B , o
N:(O D), N_(O D*) mit T,N =T,N

gegeben, so folgt
N*N~'terl,, also N*N'eTl,.

Die Beschreibung von I',, o impliziert U, D = U,,D*, also D = D*, sowie B* = B+ SD
fiir ein S € Sym (n;Z), also S =0 und N = N*.
b) Die Menge

{G € M(n xn;Z); detG # 0, G~ ganz}

zerfallt in endlich viele Doppel- und Rechtsnebenklassen beziiglich U,,. Dann folgt die
Behauptung aus a) und (4.5). O

Sei nun

H, = H(,, Ay).
Fir M, N € A,(q) gilt det M = ¢™ und nach (4.2)

rM=I,N& Uy, M = Uy, N.

Dieselben Argumente wie fiir (3.5) liefern das

(4.7) Lemma. a) H,, ist ein kommutativer Ring.
b) Fir M € A, und 0 # X € Z gilt

[WMT, - To(AE)T, = Ty(AM)T,.
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c) Fir M € A,(q) und N € A, (r) mit teilerfremden q,r € N gilt
T, MT, - ToNT, = Co(MN)T,.

d) Fir jedes M € A,(q) existiert ein simultanes Vertretersystem der Rechts- und
Linksnebenklassen in I'),,MT,,.

Fir g € N setzen wird

T.(q):== Y  L,MT,
M:Tu\An(q)/Tn

Analog zu (3.6) erhélt man das

(4.8) Korollar. Fir teilerfremde q,r € N gilt

T.(q) - Tn(r) = Tulgr).

Fiir eine Primzahl p betrachten wir das Monoid
Ay = A0
1=0

und den Unterring
H,,=H(T, A,,).

Man nennt H, , die p-primare Komponente von H,,. Wie zuvor folgt der

(4.9) Satz. Der Hecke-Ring H, ist das Tensorprodukt seiner p-primdaren Komponen-

ten
H, = Q) Hyp-

peP

Jede Doppelnebenklasse I',, MT',, C A, (p') hat einen eindeutigen Vertreter
M = diag (p*, ... ,p" p!=* o p ), 0< ke <L <k, < 1/2

Also besteht A, (p) aus einer einzigen Doppelnebenklasse

1) = 20) =T () T

Aus obigen Uberlegungen folgt mit §3
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Fiir D = (E“g‘” p;(j)), 0<j<n gt
{( pB”) _Bi € Sym (n —j;Z), By € Sym (j;Z)}
’ By € M(j % (n—j);Z)

Reprisentanten von B(D, T, (p)) werden gegeben durch

( ) S € Sym (j;7Z) mod p,
also N
t(B(D, T,(p)) mod D) = pUt/2 fiir D¢ Tnj(p)-
Aus (3.9) und
> St =] + 1)
j=0 J=1
ergibt sich das

(4.10) Lemma. Firpe P gilt

ind T,,(p) = [ [’ + 1)

An(pQ) _ UTn,j(pQ)a Tn,j( ) F dlag (En j)’pE(j)’pQE(n—j)’pE(j))l"n.

Mit der Bezeichnung des p-Rangs ergibt sich das

(4.11) Lemma. Fir M € A,(p?),p€P, und 0 < j < n gilt

M €T, ;(p*) & rp,(M)=n—j.

Damit bekommt man das

(4.12) Lemma. Firp e P gilt
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Beweis. Es gilt
Tu(p)® = t;Tn;(p%).
=0
wobei ¢; die Anzahl der Reprasentanten M : I',\T,,(p) ist mit der Eigenschaft
M;M~ € M(2n x 2n;7Z),
wenn M; ein beliebiger, aber fester Vertreter von T), ;(p?) ist. Wahlt man
M; = diag (sz(”fj),pE(j), E(n*j)’pE(j))

und wéhlt man M in der Form (4.6) mit oberer Dreiecksmatrix D, so folgt

(n—3)
M = (pEO g) X M17

wobei M; ein Vertretersystem von I';\7T;(p) durchlauft, da dann pM j_l immer ganzzahlig
ist. U

Nun betrachten wir die Graduierung
_ !
Hp = Q) Hyl
1=0

HY = > ¢T.MT,)T,MT,; {T,MT,) € Z

M:Ty\Ap (p!) /Ty

Insbesondere gilt

HY) =71,

HYY) = ZT,(p)

HY) = ZT,o(p?) + ... + ZT, 0 (p?)
HY) - HY), < Hyy.

(%)

(4.13) Proposition. Fir eine Primzahl p gilt

Hn,p = Z[Tn(p)a Tn,l(p2)7 Tn72(p2)a cee 7Tn7n(p2)} o

Beweis. Es bezeichne A den Unterring auf der rechten Seite. Wir zeigen

HT% CA firalle [ € Ny
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durch Induktion nach [, wobei [ = 0,1, 2 mit (4.12) und (x) klar sind. Sei [ > 3 und

H = > HD.MT,)T,MT,; (T,MT,) € Z

M:Tp\An(p!) /Ty,
rp(M)=r

fiir 0 < r < n. Sei I, MT,, € HY:). Dann kann man M wihlen als
M =diag (p*, ... ,p" p7 R ), 0=k = .. =k <k < ... <k, < 1/2.
Im Fall » = 0 haben wir k; > 1 und
Ti=T, (IM) T, € HE,Y € A,
Mit T}, ,(p?) = Tp(pE)T,, und (4.7) folgt
I,MT, =T-T,,(p*) € A.
Sei daher 0 < r < n und
T :=1T, diag (1, cee 1,pkr+1*1, . ,pkn*l,plfz, . ,pl*2,pl*kr+1*1, o ,pl*knfl)f’n.
Es gilt T'€ A und
T -Touer@)= > HIWNT,)T,NT, € H).

N:Tp\An(p")/Trn

Zunéchst impliziert ¢(I',, NT',) # 0 sogleich r,(N) < r, da der Ring bei einem Produkt
von Matrizen nicht grofer werden kann. Nun betrachten wir ein N mit r,(NN) = r, also
ohne Einschréankung

N:diag(pl,...,pl,pl_”“,...,pl_j”,1,...,1,p77+1,...,pj")
1< g1 < ... < jn < U/2.

Wir withlen Vertreter K von T',\T,,,,_(p?) in der Form (4.6) mit oberer Dreiecksmatrix
D. Dann stimmt ¢(I", NT',,) mit der Anzahl der K iiberein, fiir die

NK‘teT.

Man erhalt sogleich

2E(r) 0

Aber (4.11) impliziert K; = pE. Es folgt
T- Tn,n—r(pz) =T + PnMFna

r—1
Tye PH! C A
s=0

Also gilt A = H,, ,,. OJ
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Die Strukturbeschreibung folgt in dem

(4.14) Satz. Firp € P ist H,, der Polynomring dber Z in den n + 1 Elementen

Tn(p>7 Tn,l(p2)7 000 7Tn,n(p2>7

die algebraisch unabhdingig sind. Insbesondere enthdlt H, keine Nullteiler.

Beweis. Zu zeig)en bleibt die algebraische Unabhéngigkeit. Die Anzahl der Doppelne-
I

benklassen in H,(Lp ist

(k1 k) €N 0 <y <o < ko < [1/2]) = ("*TEZ/Q]).

Ein Monom
mo m1 Mn
T ~Tm1 Tnn

gehort genau dann zu H,%, wenn
mo+2m;+ ...+ 2m, = 1.

Die gesuchte Anzahl ist somit
2
H(loy - ln) NG lg+ o4+ 1, = [1/2]) = <n +r£l/ ]).

Also sind die Monome linear unabhéngig iiber Z und die Elemente somit algebraisch
unabhéngig. O

Wegen T, ,,(p*) = I',,(pE)T,, ergibt eine einfache Rechnung

}C(Fna Sp(”? Q)) = Z[Tn,o(pQ)Tnm(pQ)_lv s >Tn,n—1(p2)Tn7n(p2)_1] .

Zum Abschluss dieses Paragrafen wollen wir die Vertauschungsrelation zwischen Hecke-
Operatoren und dem Siegelschen ¢-Operator beweisen. Dazu sei

ﬁn - Hn Kz Q) En - :R(Fna An) Kz, Q

Fiir n > 1 und jede Rechtsnebenklasse I';, M C A,,(¢q) wéhlen wir einen Vertreter M mit
(0,...,0,%) als letzter Zeile. Nach den Grundgleichungen 1(3.2) bedeutet das

. A B . Al 0 . Bl* . C’l()
w=(ep) A=) o= (D) e=(00)

. D1 d o Al Bl —
D= ( 0 5) ) Ml - (Cl Dl) € Anfl(q)u O[(S =4q.
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Fiir gerades k € Z sei nun
op(TnM) := 6", 1 M, € Ry 1.

Diese Abbildung ist wohldefiniert, da fiir M € I, ,,_; stets 6 = £1 gilt. Die Abbildung
wird linear auf ﬁn fortgesetzt. Multiplikation mit Matrizen K; x E, Ky € I',,_1, von
rechts impliziert

or(R) € R, also  ¢y(H,) C Hyoy.

n—1 »

Die Definition der Abbildung fiihrt direkt auf
ou(T % S) = ¢(T) * ¢1,(S) fiir T € H,, S € R,,.

Also ist ¢y, ein Homomorphismus der Q-Algebren.

(4.15) Satz. Seipe P, neN, n>1 undk € Z gerade. Dann gilt
a) or(Tu(p)) = " + )T (p)-
b) or(Tnj(p)) = > tiTn14(p)

i=j=1,5,j+1
0<i<n—1

fir 0 < j < n, wobei

tj*l = pnijili tj =1 i (p - 1)pn7‘7'717k, tj+1 = (p2j+2 _ 1)pn*]'*1*k.

Beweis. a) Vertreter der Rechtsnebenklassen I'yM C A, (p), fir die ¢r(I',M) ein
Vielfaches von T',_1 (§ o5 ), E = E™Y, ist werden geméf (4.6) gegeben durch

_ A B _ tr—1
M_<O D)’ A=pD

_(pE O B _(pE O (0 D b "
D—<O 1), B =0, D—<O p)’ B—<btr 5) s € Z" mod p.

Damit kommt man direkt auf die Behauptung.
b)Sei0<r<n—1,s=n—1—rund

N =diag (E"), pE®, pE©, p?E®)) € A, (p°).

Nun bestimmen wir alle Rechtsnebenklassen I',M C A, (p?), fiir die ¢, (I', M) ein Viel-
faches von I',,_; N ist. Die Form der letzten Spalte von D ergibt sich aus A = p?D""~! €
M(n x n;Z). Ein Vertretersystem wird gegeben durch

. A B _ 2 ntr—1
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wobel

(1) D = diag (p*E™,pE® 1),

pP’E 0 0 0 b )
(2) D= 0 pE dJf, 0 b2 ’ by € Zb H;loi ]ZS fnidemod p’
0 0 p b 3
2
p°E 0 b, .
3) D= 0 pE pd . B= 0 0 pby | | €27 modp?, B € Zmod p?
0 0 p° polr W B by, d € Z° mod p

Mit Hilfe von (4.11) verifiziert man, dass die Matrix (1) und die p*" Matrizen (3) zu
T,.s(p?) gehoren. In (2) gehoren die p” Matrizen mit (d', 0%, 3) = 0 mod p zu T, o1(p).
Alle p"(p — 1) Matrizen mit (d,b5) = Omod p und B # 0mod p sind in T, 4(p?)
enthalten. Die verbleibenden (p* — 1)p"™! Matrizen mit (d'", b)) # 0 mod p gehéren zu
Tn,s—l(pQ)'

Mit (1), (2), (3) haben wir somit das Urbild ¢, '(T',,_; N) beschrieben. Nun folgt daraus
die Behauptung durch Berechnung der entsprechenden Koeffizienten. 0

Mit (4.9) und (4.13) ergibt sich daraus das

(4.16) Korollar. Fir jedes gerade k € N und n > 1 ist der Algebrenhomomorphis-
mus

¢k : Hn — anl

surjektiv.

§5. Hecke-Operatoren fiir Siegelsche Modulformen

Wir beschreiben nun die Operation des Hecke-Rings H,, aus §4 auf dem Vektorraum
My (T,,) der Siegelschen Modulformen vom Grad n und Gewicht k. Fiir M € A, (I) und
f € Mk(l“n) sei

f | Lol = > f1K

K:Tp\TMT,,
Wegen f | L = f fir alle L € T, ist die Abbildung wohldefiniert und das Bild wieder

k
holomorph auf H,, und invariant unter I',,. Diese Definition wird linear auf H,, fortgesetzt.
Man nennt die Abbildungen
f—=f17, T€H,
k

Hecke-Operatoren.
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(5.1) Satz. Die Abbildung

H, - EndMy(T,), T (f—f1|7),
k

ist ein Ringhomomorphismus. Jeder Hecke-Operator bildet Spitzenformen auf Spitzen-
formen ab. Fir M € A, (1) und f € My(T,) gilt

9(Z)=f|TuMT,(Z) = Y ay(R)em P2,
‘ ReAn,R>0

ay(R) = Z (det D) Fa; (LR[D'™) ¢TiSP(RDB) L

wenn man ap(T) =0 fir T ¢ A, setzt.

Beweis. Wenn man fiir n = 1 zusétzlich (2.11) verwendet, folgt f | T € My (T',,) aus
k

den obigen Uberlegungen. Dass die Abbildung ein Ringhomomorphismus ist, zeigt man
wortlich wie in (2.11). Wir berechnen

g(Z) - Z Z (det D)fkaf(T)em'Sp(T(AZJrB)D—l)
(4 B)ra\rumr, TEART>0

_ E 7wt Sp(RZ)
- Oég (R) € )
ReAn,R>0

wobei wir aus R = D™!T'A mit den Grundgleichungen 1(3.2) sofort
T =DRA™" = 1R[D"]

und damit '
ag(R) = Y (det D)ay (JR[D"]) ™ SPUPT B
(5 5)
erhalten. Treten in der Fourier-Entwicklung von f nur positiv definite Matrizen auf, so
auch in der von g. Also werden Spitzenformen auf Spitzenformen abgebildet. OJ

Eine einfache Folgerung aus der Formel fiir die Fourier-Entwicklung ist das

(5.2) Korollar. Sei M € A, (1) und f € My(T,,) mit

f | TaMT,, = Af.
k
Gilt ap(0) # 0, so hat man

A= > (det D)~*.

(6‘ B):rn\Lu M,
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Im FallT,MT,, = T,(p), p € P, gilt in diesem Fall speziell

A=T[@ " +1).

J=1

Beweis. Man berechnet

a0)= 3 (det D) Fay(0)

aus (5.1). Fiir den Zusatz verwende man den Beweis von (4.10). O

Wir nennen 0 # f € M (I',,) wieder eine simultane Hecke-Eigenform, wenn es zu jedem
T € H ein A(T) € C gibt mit

FIT=X)- 1

(5.3) Satz. Seik >n+1 gerade. Dann ist die Siegelsche Fisenstein-Reihe E,(cn) eine
simultane Hecke-FEigenform.

Beweis. Sei M € A, (l) und

d
T MT, =M, M,= (fé g”) . d=ind[,M'T,.

v=1
Wir betrachten die Untergruppe

I =T,0oNT,[] = {M: (1(4)1 ZB)) €l M= Emodl}

von endlichem Index in T, 0. Wegen (M, € M(2n X 2n;Z) ist
LooNDu[l?) C M '), M, CT,, fir v=1,...,d,

so dass auch die konjugierte Gruppe endlichen Index in I'j, o hat. Nun verifiziert man
sofort

I’ M,T, C M,T, = U I L= U I’ M,K.

LT/ \M,T,, K:M; T, M,\Ty,
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Damit berechnet man

E,i"’lLFnMrn: > > 1|K|L

LTy \['nMT' K:T'y 0\I'n

:leLL

L:Tp 0\['n MTg

1
- 1| I
[Fn,(] . F/] Z ]L

LTI\, MT,

ZZlLL

v=1 L:I/\M,TY,

FOF,Z > IILMVK

v=1 K:M;'T" M\,

d 1 / d
Iy I, M,
= § j 0 2 Y (detD,) 1| K
v=1 ] v=1 k
d 1 /
2 : nO r Mu] —k (n)
(u:l nO P/] (det DV) Ek ’

da 1| M, = (det D,)~*. Weil die Doppelnebenklassen eine Z-Basis von H,, bilden, folgt
k
die Behauptung. O

Nun beschéftigen wir uns mit dem Vertauschungsgesetz mit dem Siegelschen ¢-Operator.
Dazu sei fiir n > 1

— A B _ Al 0 o Bl * o D1 *
M_(O D)EAn<l)7 A_(atr a)a B_<* *>7 D_<0 5)

Wegen
Z; 0 - AR\, 1 1 Zy 0 o 1
M<<O it>>_A<O )D + BD~ ACEE [A"] + BD

1 (Zl [AY] A1 Zya
]

-1
* Zhla] + z'ton) + 8D

folgert man durch Einsetzen der Fourier-Entwicklung

t—o00

lim f | M <%1 2) =0"(f | ¢)]LM1(Zl)’ M, = (%1 gi) '

Mit (4.15) und (4.16) ergibt sich daraus der
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(5.4) Satz. Sein > 1,7 € H, und T* = or(T) € H, .. Dann gilt fir alle f €
M (T)

(719) 1e=u10)] 7
k k
insbesondere fiir jede Primzahl p

(f | Tn<p>) (6= @5+ 1) | 6) | Tocs ().
I I

Ist f eine simultane Hecke-FEigenform, so ist f | ¢ = 0 oder f | ¢ ist ebenfalls eine
simultane Hecke-FEigenform.

Im néchsten Schritt untersuchen wir Spitzenformen.

(5.5) Lemma. Sei 0 # f € 8§(I',) und M € A, (1) mit

F | ToMT = Af.
k

Dann gilt
IA| <17"%/2ind T, MT.

Fir T, MU, =T,(p), p € P, hat man speziell

n

A <267 + ).

=1

Beweis. Da f eine Spitzenform ist, nimmt die Funktion
H, =R, Z s (det )2 £(2)],
nach II(2.5) ihr Maximum in einem Punkt Z, € 3, an, also

det Yy '\ ¥/
1£(2)] < (d‘;;) 1f(Zy)| fiir alle Z € H,.

Fir M = (4 8) € A,(1) gilt somit

[F(M(Zo))| < det (2D DY | £(Z).
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Daraus ergibt sich

M= S D)t )
M=(61 B)ra\Da My,
< Y JdetDI A (MZo))

M=(4 B):r,\r, ML,

< Y )

M=(4 B)r\rmr,
= 7"/ 2ind T, MT,, - | f(Z0)|.
Wegen f(Zy) # 0 folgt damit die Behauptung,. O

Daraus erhalten wir das tiberraschende

(5.6) Korollar. Seik > n+1 gerade. Fir f € My(I',,) mit as(0) = 1 sind dquivalent:

(i) Es gibt eine Primzahl p mit einem A € C mit

fLIMﬂZAf

(i) f = E™

Beweis. (ii) = (i) Man verwende (5.3) und II(3.8).
(i) = (ii) Fiir den Eigenwert A gilt nach (5.2)

=[[w "+
7j=1
Wir verwenden eine Induktion nach n und betrachten g = f — Elin) mit
9 | Tulp) = Ag.
k

Im Fall n =1 ist g eine Spitzenform. Aus g # 0 erhélt man
A=p' 1< (p + 1)
geméf (5.5). Es gilt aber

pl—k‘ + 1 _p—k‘/Q(p + 1) — (1 _p—k‘/Q) (1 _pl—k‘/Q) >0
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wegen k > 2.
Sei nun n > 1. Weil f | ¢ nach (5.4) die gleiche Eigenschaft hat und nach Induktions-

voraussetzung mit E,gn_l) tibereinstimmt, ist ¢ eine Spitzenform. Nach (5.2) und (5.5)
gilt fiir g # 0 dann wieder

n

\ = ﬁ p] + 1 —nk/2 H(p] + 1 <p—n(n+2 ﬁ p] + 1
J=1 j=1

j=1
wegen k >n+ 1. Es gilt A > 1, aber

n

_n(n+2 H <1 fiir alle n > 2,

wie man durch Induktion nach n sofort nachweist. Das ist ein Widerspruch, so dass
g = 0 die Behauptung liefert. OJ

Nun beschreiben wir den Zusammenhang mit dem Petersson Skalarprodukt aus I1(4.13).

(5.7) Satz. Seien M € A,(l) und f,g € My(T',,), wobei f oder g eine Spitzenform

1st. Dann gilt
(f ]L L,MTU,,9)={(f,g ]L I, MT,).

Beweis. Wir beweisen die Aussage in mehreren Schritten. Zunéchst sei ¢ : H,, — C
eine beliebige beschrinkte stetige Funktion und

L(p) :={M eTn; o(M(Z)) = p(Z) fir alle Z}

die Invarianzgruppe von ¢, die nach Voraussetzung endlichen Index in I',, habe.

Beh. 1. Ist A eine Untergruppe von I'(¢) von endlichem Index und sind &F; sowie Fy
zwei Fundamentalbereiche beziiglich A, so gilt

/Spdﬂn:/SOdMn-

F1 Fo
Bew. F, und F; sind als (relativ) abgeschlossene Mengen Lebesgue-messbar. Fiir jedes

M €T () gilt
/ wdunz/w(M<Z>)dun=/sodun-

M {F1) F1 F
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Nimmt man —F € A an, so folgt daraus

/deﬂnzéz / o dpin

5 MEN pr g0y,
1
5> [ e
MEN 5 ar=1(5)
= / @ At
Ja
da mit M auch M~! die gesamte Gruppe A durchliuft. O
Wir schreiben dafiir
/ @ dpin 3:/90d,un-
ANHyp, F1

Beh. 2. Ist A eine Untergruppe von endlichem Index in I'(¢) mit —F € A, so gilt

MKy, T(p)\Hn

Bew. Sei F ein Fundamentalbereich beziiglich I'(¢) und

D(p) = JAM,, r=[(p): Al
v=1
eine direkte Zerlegung in Nebenklassen. Dann ist

§ = OMVC}H)

ein Fundamentalbereich beziiglich A. Aus Beh. 1 folgt

/ wdunz/wdunzz / o dpn
Y=L

A\Hn, S
/wdunzr- / @ dpin. O

v=ly P(0)\Ho

Nun betrachten wir M € A, (q) mit

Dtr _Btr B
Mﬁ = (_Ctr Atr ) = qM !
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sowie

o= Ho >R, Z > f(Z)g(Z)(det V)",

und die erweiterte Kongruenzgruppe
Tulg ={K eT,; K=+F mod ¢}.
Wegen MM*? = M*M = gF liefert eine Verifikation

(¥ orag (M2 = ppopai(2), Z € 3,

Beh. 3. I',[q] und MT,[¢]M ' sind Untergruppen von endlichem Index in T'(¢y )
und in T'(@ygare)-

Bew. Fir L €T',[q], L = £F + qA, A € M(2n x 2n;7Z) folgt
Lo=MLM™ =+FE + MAM* € M(2n x 2n;7),
also Lo € I',, mit ML = LoM und somit

fIMI|L=f
k

| (ML) =f|Lo|M=f|M ud g|L=g.
k k k k k

k

Dann folgt
ermg(IAZ)) = epmig(Z) = png(Z),

also T',[q] C T'(¢fn,g). Der Index ist wegen [I, : Tn[g]] < oo ebenfalls endlich. Fiir
M=1T,[¢q]M > T,[¢% ist die Behauptung unmittelbar klar. Die analoge Aussage fiir
[(@fgiae) zeigt man in gleicher Weise. O

Beh. 4. Es gilt
[T:T,lgl] = [ M~'T,[q]M].

Bew. Sei F ein Fundamentalbereich beziiglich T',[¢]. Dann ist M~ (F) ein Fundamen-
talbereich beziiglich M~'T",[¢]M. Aus Beh. 1 und 2 erhilt man

[Ty, : M~'T,[q]T ] vol(F,) = / dgin,

M—1T,[q]M\T'y,

:/(m5ﬁmﬁmﬂWM@x

M~1(F) F

wenn F,, den Siegelschen Fundamentalbereich beziiglich I';, bezeichnet. Die Aussage folgt
dann aus vol(F,,) < oo. O

Aus Behauptung 2 und 3 ergibt sich nun fiir ein beliebiges Vertretersystem My, ..., M,
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von I',\I',, MT,

T

(| TaMTong) = [ 3 f | MAZGTZ)(det V)"

_ k
5, v=1

= /Z()OﬂMVQ d,un
1 T
= m / Z@f\%g(z) dyin,

v=1

Fn[Q]\Fn
1 T
Sl WHIVIS
- Z / (pfyIM” Z>) Ayt
[a\Hn

wenn man (x) verwendet. Nach (4.5) kénnen wir die M, als simultanes Vertretersystem
der Rechts- und Linksnebenklassen wéhlen. Aus dem symplektischen Elementarteiler-
satz (4.1) erhdlt man dann

r,MT, = U r,M, = U M,T, =T,MT, = U MT, = U r,M:
= v=1 v=1 =

Daraus ergibt sich dann, wenn J einen Fundamentalbereich beziiglich T',[¢] bezeichnet,
zusammen mit (k)

= / ZS"f,g\MB dpin

Fn\gfn v=1

/ 1(2) 3 TTadITn(Z) dun
T \Hn k
=(f,9 ;L I, MT,) O
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Wir wiederholen aus II(4.14) die Definition
Ni(Tn) = {f € Mi(n); (f,9) = 0 fiir alle g € 8x(I',)},

() _ Sp(I'y) fir j =n,
{fE k( n)vf|¢€ k } ur U s g <mn,

wenn man M,io’o) := C ergénzt.

(5.8) Lemma. Die Riume Ni(T',) und M,(c"’j), 0 < j < n, sind unter allen Hecke-
Operatoren T € H,, invariant.

Beweis. Die Invarianz von Ny (T,,) folgt direkt aus (5.7) und der Tatsache, dass M{™™ =
8k(I';) nach (5.1) unter allen Hecke-Operatoren invariant ist. Wegen Ny (I';) = M,(:’l) ist

die Behauptung damit auch fiir n = 1 bewiesen. Sei alson >1und 0 < j <n, T € H,.
Die Abbildung
(b : Nk(Fn) — Mk(rn,ﬁ

ist wegen Kern ¢ = Ny (T[',,) N 8x(T",,) = {0} injektiv, also auch
b M s 1),
Mit T* = ¢,(T) € H,_; folgt fiir f € M nach (5.4)
fILT|¢=f|¢ILT*€M;§"’1’j),

weil M,(ﬁnfl’j ) nach Induktionsvoraussetzung unter T* invariant ist. Da f | T € Ni(T',)
k

gilt, liefert die Injektivitdt von ¢ auch f | T € M,gn’j ), O
k

Fiir gerades k >n+j+ 1, 0 < j < n gilt nach 11(4.17)
M = {E() (- g); g € Sull)}.

Mit dem Vertauschungsgesetz aus (5.4) erhalten wir das

(5.9) Korollar. Seik >n—+j+1 gerade und 0 < j <n. Ist T € H, und
(I* = ZﬁJ(T) € ﬁj,
so gilt fiir alle g € 8(T';)

B (-,9) 1T = B, g| T°).

Nun wenden wir uns der Existenz von simultanen Eigenformen zu.
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(5.10) Satz. My(T',) besitzt eine Basis aus simultanen Eigenformen aller Hecke-
Operatoren aus H,,.

Beweis. (8;(I',,), <,>) ist ein unitdrer Vektorraum und die Hecke-Operatoren sind
nach (5.7) selbstadjungiert sowie paarweise vertauschbar, da der Hecke Ring nach (4.7)
kommutativ ist. Nach einem Satz der Linearen Algebra existiert dann eine Basis, die
aus simultanen Eigenvektoren besteht. Wegen

CEY, k> 2gerade

folgt die Behauptung fiir n = 1. Ist n > 1, so ist
¢ Ni(I'n) = My(I'y—1)

injektiv. Nach dem Vertauschungsgesetz (5.4) und der Surjektivitdt geméafs (4.16) ist
®(N(T,,)) ein Unterraum von My (T',,_1), der unter allen Hecke-Operatoren invariant
ist. Dieser Unterraum besitzt nach Induktionsvoraussetzung eine Basis aus simultanen
Eigenformen. Deren Urbilder unter ¢ bilden dann eine Basis von Ny (I',,), die aus simul-
tanen Eigenformen besteht. O

Als Néchstes wenden wir uns den Theta-Reihen zu. Fiir £ = 0 mod 4 bezeichne My (I',,)o
den von den Theta-Reihen zu positiv-definiten, geraden unimodularen 2k x 2k Matrizen
S aufgespannten Unterraum von My (T'),).

(5.11) Satz. M (T, )e ist unter allen Hecke-Operatoren invariant.

Beweis. Sei f € My(I',)p. Dann existiert nach IV(3.12) zu N > max{n, 2k} ein
F € M(Ty) mit ¢V (F) = f. Ist T € H,, so existiert nach (4.16) ein T* € Hy
mit

NI =T, also gV (F | fr*) N EY | YT = 1| T
k k k

nach (5.4). Es folgt f | T € My(I',)e nach IV(3.12). O
k

Nun beschéftigen wir uns speziell mit der Wirkung von T,,(p) fiir eine Primzahl p. Dazu
sei im Folgenden stets

S1,...,S, ein Vertretersystem der Klassen gerader, unimodularer,
positiv definiter 2k x 2k Matrizen.
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Ist p eine (feste) Primzahl, so sei fiir 0 < j < n wieder

T.;(p) ={D € M(n xn;Z); det D = p/, r,(D) =n — j}

E 0
= Un (0 pE(j>) U

wie in (3.8).

(5.12) Lemma. Firp € P und 1 < p < h und n = 2k gibt es eine eindeutige
Darstellung

h
em(..5,) ]LTn(p) — ZC#V@(n)( S,
v=1

mat 2% o ﬂ(S/u %Su [Dtr])
C#V = Zp] Z lj(Sy S )
j=k D:Un\Tn; (p) g

Beweis. Nach (5.11) haben wir eine Darstellung

h
Fi=09(-.8,) | Tp) = Y (-, 5,).
k v=1

Wegen der linearen Unabhéngigkeit der Theta-Reihen folgt
ar(S,) = cu - 4(S,, Sy).
Aus (5.1) erhélt man
ap(S,) = > (det D) TFH(S,, 1S, [DM])emt SpEDT BN,
(4 B)ra\Tu(p)

Nach (3.8) folgt D € T, ;(p), 0 < j < n. Die auftretende Darstellungsanzahl ist 0, wenn
%S,,[D“"] nicht gerade ist. Die Betrachtung der Determinante liefert j > k. Nun kann
man die Vertreter in der Form

A B I _(E 0 (00
(8 b)- A=t o= (i )y 2= (0 §)

mit S € Sym (7;Z) mod p, k < j < 2k und geeigneten V' € U,, wihlen. Dann ist

. 0 0
;D"B = <0 S) V] e A,

und der Exponentialterm somit 1. Es folgt

2k
ap(S,) =Y pUrTRrE N (s, 18, [DM).
j=k
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Fiir symmetrische Matrizen S € Sym (m;R), T" € Sym (n; R) sei
D(S,T) :={G € M(m x n;Z); S[G] =T}.

Einen weiteren Zwischenschritt formulieren wir in dem

(5.13) Lemma. Firk<j<2k=nund1l < p,v<h gilt

> H(5k 5S.ID").

D:Un\Tn,; ()

ind Ty, j—k(p) - §(Su, PSY) =

Beweis. Fiir jedes D € T, ;(p) ist die Abbildung

@(SM%SV[D”]) — D(S,,pS,), H—G:= pHD" 1,

injektiv. Wegen H = %GD““ bestimmen wir fiir festes G € D(S,,,pS,) die Anzahl
r=r(G)=#{U,D C T, (p); GD" =0 mod p}.

Offenbar gilt r(G) = r(UGV) fiir alle U,V € U,. Wegen |det G| = p* und pG~! =

S;IGT"S, € M(n x n;Z) folgt

G € Torik(p), also ohne Einschrénkung G = (g pOE) , E=EW.

Wahlt man nun die Vertreter D in oberer Dreiecksform, so hat man
r=t{1 (7 8) € Tip) | = HWeD € Toyap)}
= ind Ty j_1(p).
Da die Anzahl unabhéngig von G ist, folgt die Behauptung. OJ

Die Anwendung ist der

(5.14) Satz. Firl < pu<hundpé€eP gilt
n §(Su, PSy)
em(. s 5nz é‘ 5 (. 8,)
mat
H(1+p] DTt fir n <R,
n(n+1— j=1
B, = prnti-2hyz [ 3=t
H(1+p 7 fir k<n
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Beweis. Zunichst sei n = 2k. Dann folgt die Behauptung aus (5.12) und (5.13) mit

6 Zp] j+1-2k)/ 1ndi] k( )
=k
2k

= 3 PRy GRGEDRG (k)
=k

k
— ph=R)/2 Z Si(p
1=0

k

_ )2 H<pz 1)
1=1

k
— pF H (1+p7h.
1=1
Das ist die Behauptung. Die anderen Félle folgen nun durch das Vertauschungsgesetz
mit dem ¢-Operator in (5.4), das auf 3, = (1 + p"*)3,_; fiihrt. O

Sei nun S € Ay N Por, N Uy, beliebig und fiir p € P

AP(S) = {HU% - 72k7k(p); S[H] € pA2k}

(5.15) Lemma. a) Ist H € M(2k x 2k;Z) mit |det H| = p* und S[H] € pAg, so
gilt pH™' € M(2k x 2k;Z) und H € Tor 1(p).
b) Die Abdildung

h
UJ{GAutS,; G e D(S,pS,)} = A,(S), GAutS, — Gy,

v=1

st eine Bujektion.
c) Die Abbildung

h
J{(Aut 5,)G; G € D(S,,pS)} = A,(S),  (AutS,)G — pG~ Uy,

v=1

st eine Bijektion.

Beweis. a) Sei S[H| = pT', T € Ag. Aus der Berechnung der Determinante folgt
T € Uy, also
pH ' =T 'H"S € M(2k x 2k;7Z).
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b) Aus S[G] = pS, und det S = det S, = 1 folgt | det G| = p*. Wegen a) und Aut S, C

U,, ist die Abbildung, die wir 1) nennen, wohldefiniert. Seien nun G € D(S,pS,) und

H € D(S,pS,) mit GU,, = HUy, also G = HU fiir ein geeignetes U € Uy,. Damit folgt
S, = %S[G] = %S[HU] = S,[U].

Da es sich um Vertreter der Klassen handelt, schliefen wir v = g und U € Aut S, also

GAutS, = HAutS,.

Demnach ist ¥ injektiv.
Sei nun HU,, € Ap(S). Dann ist T := iS[H] € Ao, N Py N Usgy,. Also existieren ein v
und ein U € Uy, mit

S, = T[U].

Daraus ergibt sich HU € D(S, pS,) und
Y(HU Aut S,)) = HUyy.

Also ist ¢ auch surjektiv.
c¢) Der Beweis verlauft analog. O

Indem wir die Ordnung von A,(S) in b) und ¢) berechnen, bekommen wir das

(5.16) Korollar. Sei S € Ag, N U N Poy. und p € P. Dann gilt

= H(5,95) <= H#(S.,05)
MA(S) =245 5) = 2 K(5..5,)

Als Folgerung notieren wir den

(5.17) Satz. Die Siegelsche Modulformen

F(Z):=)" 1 0" (Z,8,) € My(T,)

ist eine simultane Eigenform aller Hecke-Operatoren T,(p), p € P.
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Beweis. Aus (5.14) erhilt man

h
P10 =3 g5y O | T
h  h
~ Y3 b g O
"o
= 14,(5) - Bn ; 15,5 o(-,5,)
= 14,(5) - B - F,
wenn man (5.16) verwendet. O
Der konstante Fourier-Koeffizient von F' ist
1 1

_|_

A RTINS BT

Mit (5.6) folgt daraus sofort der

(5.18) Satz. Seik >n+1, k=0mod4. Dann gilt

h 1

n mn ﬁ(sﬂvsl/)
Eli)zzmv@()('vsl/>7 my = 1 +...+71 ’
v=1 #(S1,51) #(Sh,Sh)

Die Fourier-Koeffizienten von E,gn) sind rationale Zahlen mit beschrdanktem Nenner.

Dieser Satz ist ein Spezialfall des so genannten Siegelschen Hauptsatzes.

(5.19) Bemerkungen. a) Fiir £ = 2 mod 4, k > n+ 1 sind die Fourier-Koeffizienten
von E,i") ebenfalls rational mit beschréanktem Nenner.
b) Die im Nenner auftretende Grofe

1 1

MEH =15y T T G s

heift Mak des Geschlechts der geraden, unimodularen, positiv definiten 2k x 2k Ma-
trizen. Die Minkowski-Siegelsche Mafformel gibt die Gréfse an

k—1
By By;
=1

9=




§5 Hecke-Operatoren fiir Siegelsche Modulformen 217

Schliefslich wenden wir uns dem Maaf-Raum M} in My (I'y) zu, der geméf V(2.1) aus
allen f € My(I'y) besteht, die

® alT) = 3 g (20 1)

d|e(T)

furalle 0 £ T = (20 ,L,) € Ay, T > 0 mit e(T) = ggT (m, n,t) erfiillen. Wir geben eine
fiir unsere Zwecke etwas handhchere Beschreibung in dem folgenden

(5.20) Lemma. a) f € My(T) liegt genau dann im Maaf-Raum, wenn es eine
Funktion
a; :Nx{N €Ny N=0,3mod 4} —C

gibt mit den Figenschaften
(i) ap(T) = a}(e(T),detT) fiir alle 0 #T € Ay, T >0,

(it) o5(r, N) = > d*'a(1,7°N/d?)  fir alle (r,N).
d|r

b) Eine Funktion o : N x {N € No; N = 0,3 mod 4} — C erfiillt genau dann (ii),
wenn

q r, N un(k 1) Z(S—V)N)

fir alleq € P, s,r €N, gtr, N € Ny mit N =0,3 mod 4.

Beweis. a) Offenbar erfiillt ein f € My(T'), das (i) und (ii) geniigt, auch die Bedingung
(%) und gehort damit zu M;.
Geht man umgekehrt von einem f € M} aus, so definiert man

2
af (T < (T)n g)) , falls N =4m, m € Ny,
ay(r,N) =

a om 1
Ozf('r’(In 2)), falls N =4m —1, m € N.

/ /
f (2? ;) , falls t=¢ mod?2 und 4m —t*=4m’' — >,

Aufgrund von

2m t
W\t 2)7°

erfiillt die so definierte Funktion auch (i) und (ii).
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b) Erfiillt o} die Bedingung (ii), so liefert deren zweimalige Anwendung auch

a’}(qsr, N) = Z dk’la}(l,q237’2N/d2)

dlgsr

_ Z (qyd)kiloé;kc(l,q2(siy)T2N/d2)

Erfiillt andererseits o} die angegebene Bedingung, so folgt fir r = pite.plt pi € P,
s; € N, sukzessiv

S1

* vi(k=1) %/ s s 2(s1—v
O‘f(TaN):ZPf( )Off(pf‘---‘pll,pl(l 1)N)

v1=0
51 s
v (k=1 v (k—1) =« 2(s1—v 2s;—v
=3 e  ag (1, e TN
v1=0 ;=0

= Z dk’la’}(l, 7’2N/d2),
dl

also (). O

Wir setzen o} durch 0 zu einer Funktion Q x Q — C fort.

(5.21) Satz. Der Maaf-Raum M; ist unter allen Hecke-Operatoren Ty(p), p € P
ungerade, tnvariant.

Beweis. Sei f € Mj und g := f | To(p) € Mi(I'2). Nach (5.1) gilt
k

ay(T) = Z (det D) *ag (%T[DWD omiSp(TB" D) /p

(0 B)T\T2()

fir alle T € Ay, T' > 0. Nach (4.6) hat man zu summieren iiber

D = pE, B € Sym (2;7Z) mod p,

D=F, B =0,

_(p O (b 0

D_(O 1), B_(O O)’ b € Z mod p,
1 d 00

D—(O p)’ B—(O b)’ b,d € Z mod p.
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Mit der bereits verwendeten Konvention a¢(7T") = 0 fiir 7" ¢ A, folgt dann

ay(T) = p* g (uT) + oy (17)

e [af (%T [109 ﬂ)+d2 as (iT Ez 2])]

T:psr<2n t))(), T #0, ggT (n,m,t) =1, ptr, N =dnm —t>

t 2m

Fiir

,_ i |p O] on (2097 pt

T_PT[O 1}_]9 T(pt Zm)
bzw. ,

10 1 (2(n+td+md®) p(t+md)

r_ 1 — S 1
=T {d p} pr < p(t + md) 2p°m

gilt

e(T")y =p" 'rp, pe{l,p,p’}.
Um beide Falle zusammenzufassen betrachten wir

1
vis — t{(z,y) € Z x Z; (z,y) # (0,0) mod p, nx® + tzy + my* = 0 mod p},
p—

wobei wir obige Losungen durch z = 0, y = 1 oder # = 1, y = d realisieren. Gilt p t n,
so suchen wir

4n(na® + try + my?) = (2nx + ty)* + Ny? = 0 mod p.
Es gilt mit dem Legendre-Symbol

2 falls (X)) =1,
yzl—i—(%) =<0 falls (X)) =—1,
1 falls (=) =0.
p
Man beachte, dass im Fall p | N und p® { N stets
p*f (na® + tawy +my?)

gilt und dass im Fall p? | N die gesuchte Losung auch

p* | (na® + tey + my?)



220 Kapitel VI. Hecke-Theorie

erfiillt. Nun verifiziert man, dass dies auch fiir p { m und den wegen ggT (m,n,p) = 1
verbleibenden Fall p | m, p | n, ptt gilt. Damit verifiziert man

1, falls nz?+ tzy + my? # 0 mod p,
p=1<p, falls na?+tezy +my* =0mod p, p* { N,
p?, falls nz? + txy + my? = 0 mod p, p* | N.

Daraus ergibt sich mit (5.19) im Fall p? t N

ay(T) = p* o} (p"'r, N) + aj(p°'r, N)
+p' (1 + (%) o (pr,N) + < - <%>> Oé}(ps’l'r,pzN)]

bzw. fiir p? | N

ag(T) = p* 2 a}(p™'r, N) + o (p° 7, N)
+p' 7 [ (P p PN 4 pat(p® T PPN

Daraus ergibt sich sofort
ay(T) = a;(prs, N)

mit einer Funktion a7, die man direkt aus den obigen Formeln ablesen kann. Die Identitat
(ii) in (5.20) ergibt sich fiir ¢ # p direkt aus derjenigen fiir o}. Sei also ¢ = p, p { 7.
Dann hat man mit (5.19)

oy (p°r, N) = 3’21“0/}( St N) + o (p S~y N)

_'_pl k *<ps+17,p 2N)—|—p2 k *(psfl’p2N>
s+1

_ Zp . p(”fz)(kfl)oz}('r’, p2(s+17u)N)

s—1

+ Zpu(k—l)a}(r’ pZ(s—l—u)N)
v=0

s+1

+ Zp(u 1)(k— 1 rp 2(s— )N)
+ Zp p (v—1)(k—1) ( pZ(s—V)N)
_ Z Bypy(k 1) (T’ p2(3717u)N)

mit B—sza 6—1:2p+1a 6V:2p+2fur0<7/<5_27 65—1:p+2aas:1~
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Andererseits gilt wiederum mit (5.19)

Zpu(kfl)az(rj p2(sfz/)N)
v=0
— Zpy(k;—l) |:p3—2ka;(pT’ pQ(S—V)N) + pl_ka}(pr, pQ(S—V)N):|
v=0

= Z [p . p(vf2)(k—1)a;(r’ p2(s+17u)N) +p- p(ufl)(k—l)oé;kc(7,7 pz(s,,,)N)
v=0

+ p(ufl)(kfl)oé}(r’ p2(s+171/)N) + pu(kfl)a;(r’ pQ(SU)N>:|
= ay(p"s, N).
Fiir p? { N fiihrt eine vollig analoge Rechnung zum Ziel. Nach (5.19) gehort g zu M;.00

Mit vollig analogen Rechnungen zeigt man die gleiche Behauptung fiir p = 2 und fiir
Ty(p)* — To(p?). Das Ergebnis ist die

(5.22) Bemerkung. Der Maaf-Raum M; ist unter allen Hecke-Operatoren invari-
ant.

Als Anwendung erhalten wir den

(5.23) Satz. Fliir gerades k > 3 gilt

EY e M;.

Beweis. Nach V(2.5) und V(1.10) enthdlt M; fiir gerades & > 4 eine Modulform f
mit af(0) # 0. Da Mj nach (5.20) unter T5(p), p € P ungerade, invariant ist, folgern
wir aus (5.1) und (5.2), dass ein f € M; existiert und

f IL Th(p) = Af und oaf(0)=1.

Nun schliefen wir f = Eliz) aus (5.6). O



